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Ç ÷àñ³â ôîðìóâàííÿ ïåðøèõ óÿâëåíü ïðî ôóíêö³îíóâàííÿ 

íàï³âïðîâ³äíèêîâèõ ñòðóêòóð ç âåðòèêàëüíèì òðàíñïîðòîì áóëî 

ðîçðîáëåíî òà âèêîðèñòîâóþòüñÿ áàãàòî ìåòîä³â äëÿ îá÷èñëåííÿ 

êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíîì êâàíòîâî¿ ñòðóêòóðè, ÿê³ º ïî 

ñóò³ àíàë³òè÷íèìè. Îäíàê, ñêëàäí³ñòü âèðàç³â çàçâè÷àé íå äîçâîëÿº 

âèêîðèñòîâóâàòè ¿õ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó áåç ïîäàëüøèõ 

ñïðîùåíü. Çäåá³ëüøîãî âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè 

÷èñåëüíèõ ìîäåëåé. Ç ö³º¿ ïðè÷èíè ìè âèêîðèñòàëè ïðèñòàâêó 

«óìîâíî-» ó ¿õ íàçâ³.

Çàãàëüíèé ï³äõ³ä óñ³õ ìåòîä³â ïîëÿãàº â òîìó, ùî çíàõîäæåííÿ 

êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äî 

çíàõîäæåííÿ ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ ñèñòåìè, òîáòî ìàòðèö³, ùî 

ïîâ’ÿçóº ïàäàþ÷³ òà â³äáèò³ åëåêòðîíí³ õâèë³ ç îáîõ áîê³â ñèñòåìè. 

ßê ââîäèòüñÿ öÿ ìàòðèöÿ? Çã³äíî ç ïðèéíÿòèìè 

ïðèïóùåííÿìè, çà ìåæàìè êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ïàä³ííÿ ïðèêëàäåíî¿ 

íàïðóãè â³äñóòíº, òîìó åëåêòðîí çíàõîäèòüñÿ âèêëþ÷íî ó ïîë³ 

êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè, ³ îãèíàþ÷à éîãî õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ – öå 

ñóïåðïîçèö³ÿ ïàäàþ÷èõ òà â³äáèòèõ ïëîñêèõ õâèëü. Òîìó ðîçâ’ÿçîê 

ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà îãèíàþ÷î¿ ôóíêö³¿ äëÿ ë³âîãî òà ïðàâîãî 

ðåçåðâóàðó (íà ðèñ. 8.5, à öå I òà V ä³ëÿíêè) çàïèøåòüñÿ òàê: 
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äå A1, B1, A5, B5 – äåÿê³ ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ; *
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äå 
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1(5)
m  – åôåêòèâíà ìàñà åëåêòðîíà â I(V) îáëàñò³, 1(5)U  – 

ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà («ïîòåíö³àëüíèé ðåëüºô») â I(V) 

îáëàñò³. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ÷ëåí³â ð³âíÿíü (8.9), (8.10): 
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ÿê³ òðàäèö³éíî çâóòüñÿ, â³äïîâ³äíî, ïàäàþ÷èìè òà â³äáèòèìè 

õâèëÿìè ó ïåðø³é òà ï’ÿò³é îáëàñò³. Ö³ õâèë³ îïèñóþòü åëåêòðîí, ùî 

íàë³òàº ÷è â³äáèâàºòüñÿ â³ä êâàíòîâî¿ îáëàñò³ çë³âà ÷è ñïðàâà. 

Ìàòðèöÿ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè M ââîäèòüñÿ òàê: 
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Îïèñàí³ íèæ÷å ìåòîäè äîçâîëÿþòü çíàéòè ñàìó ìàòðèöþ M. 

Ïðèïóñòèìó, ìè ¿¿ âæå çíàéøëè, òîáòî â³äîì³ ¿¿ êîìïîíåíòè m11, m12, 

m21, m22. ßê, çíàþ÷è M , â³äøóêàòè êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ? 

Â³äïîâ³äü îäíàêîâà äëÿ óñ³õ ðîçãëÿäóâàíèõ ìåòîä³â; ¿¿ ïîäàíî íèæ÷å. 

Çà âèçíà÷åííÿì êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ T [3 ñ. 419]: 
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äå 
5
j

→  – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó åëåêòðîíí³é õâèë³, ùî ïðîéøëà 

ó ï’ÿòó îáëàñòü; 
1
j

→  – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó ïàäàþ÷³é õâèë³ â 

ïåðø³é îáëàñò³. Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì ãóñòèíè ïîòîêó éìîâ³ðíîñò³: 
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      Ðèñ. 8.3. Ð³çí³ ôîðìè ïîòåíö³àëüíèõ áàð’ºð³â òà ¿õ àïðîêñèìàö³¿ ïðè âèêîðèñòàíí³ 

óìîâíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòó ïåðåäà÷³. 



Ïðîñò³ îá÷èñëåííÿ äàþòü: 
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Ï³äñòàâëÿþ÷è ö³ çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (8.12), îòðèìàºìî: 
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Ç ôîðìóëè (8.13) ñë³äóº: ÿêùî ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà 

ó ë³âîìó ÷è ïðàâîìó ðåçåðâóàð³ ìåíøà çà ïîâíó åíåðã³þ åëåêòðîíà 

(îäèí ³ç õâèëüîâèõ âåêòîð³â ïðèéìàº ÷èñòî óÿâíå çíà÷åííÿ), òî 

òàêèé åëåêòðîí íå âíîñèòü âêëàä â ñòðóì, ïðî ùî çãàäóâàëîñÿ ïðè 

âèâåäåíí³ ôîðìóëè Öó-Åñàê³. 

Êîåô³ö³ºíò â³äáèâàííÿ â³ä êâàíòîâî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 

[3 ñ. 419]: 
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h
 – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó 

â³äáèò³é ó ïåðøó îáëàñòü åëåêòðîíí³é õâèë³. 

Ïðîñò³ îá÷èñëåííÿ äàþòü: 
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Ï³äñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ â (8.14), ìàºìî: 
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Ô³çè÷íèé çì³ñò ìàþòü çàäà÷³, äå åëåêòðîí íàë³òàº íà êâàíòîâó 

ñèñòåìó çë³âà (ç ïåðøî¿ îáëàñò³) àáî ñïðàâà (ç ï’ÿòî¿ îáëàñò³). 

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ 

äëÿ åëåêòðîíà, ùî íàë³òàº íà êâàíòîâó ñèñòåìó ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó. 

Çà óìîâîþ çàäà÷³ õâèëÿ, ùî â³äáèòà â³ä êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ñïðàâà 
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← −ψ ≡  áóäå â³äñóòíÿ (îñê³ëüêè ðåçåðâóàðè º ³äåàëüíî-

àäñîðáóþ÷èìè). Áåç âòðàòè çàãàëüíîñò³ ìîæíà íîðìóâàòè õâèëüîâó 

ôóíêö³þ ó ë³âîìó ðåçåðâóàð³ òàê, ùî A1 = 1. Òîä³ àìïë³òóäè A5 òà B1 

íàáóäóòü ñìèñëó, ïîä³áíîãî äî òîãî, ùî ìàþòü, êîìïëåêñí³ 

êîåô³ö³ºíòè ïðîõîäæåííÿ òà â³äáèâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü. 

Ùîá ï³äêðåñëèòè öþ àíàëîã³þ òà ïîë³ïøèòè ñïðèéíÿòòÿ ¿õ 

ô³çè÷íîãî ñìèñëó ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
5

t A≡ , 
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r B≡ . Òàêèì ÷èíîì, 

äëÿ âèïàäêó åëåêòðîíà, ùî íàë³òàº íà êâàíòîâó ñèñòåìó çë³âà, (8.13) 

òà (8.15) ïåðåïèøóòüñÿ òàê: 
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Ïîâåðíåìîñÿ äî ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ òà ïåðåïèøåìî ôîðìóëó 

(8.11) ó ùîéíî ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ: 
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Òóò íåâ³äîìèìè º êîåô³ö³ºíòè t òà r, çíàéøîâøè ÿê³, ìàòèìåìî 

çìîãó îá÷èñëèòè T òà R çã³äíî (8.16) òà (8.17). Ïðîâ³âøè åëåìåíòàðí³ 

îá÷èñëåííÿ, ç (8.18) îòðèìàºìî: 

 

 t = m11 + m12m21/m22; (8.19) 

 r = –m21/m22.. (8.20) 

 

Îòæå, ÿêùî ìàòðèöÿ ïåðåäà÷³ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè â³äîìà, 

ôîðìóëè (8.16), (8.17), (8.19), (8.20) äîçâîëÿþòü îá÷èñëèòè êîåô³ö³ºíòè 

ïðîõîäæåííÿ òà â³äáèâàííÿ. 

Íàîñòàíîê â³äì³òèìî, ùî çàêîí çáåðåæåííÿ ãóñòèíè ïîòîêó 

éìîâ³ðíîñò³ â îãèíàþ÷³é õâèëåâî¿ ôóíêö³¿, ÿê ³ äëÿ çâè÷àéíî¿ 

õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ [3 ñ. 419] äèêòóº âèêîíàííÿ óìîâè: 

 

T + R =1; 

 

êð³ì òîãî, â [2 ñ. 108] ïîêàçàíî, ùî äëÿ åëåêòðîí³â, ùî íàë³òàþòü 

ñïðàâà ÷è çë³âà êîåô³ö³ºíòè â³äáèâàííÿ òà ïðîõîäæåííÿ îäíàêîâ³: 

T12 = T21, R12 = R21. Ç öèõ ïðè÷èí ó ôîðìóë³ Öó-Åñàê³ (8.8) ô³ãóðóº 

îäèí êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ, T = T12 = T21. Ñèñòåìè, ùî 

çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíèì óìîâàì, íàçèâàþòüñÿ îáîðîòíèìè 

ñèñòåìàìè áåç âòðàò ³ çóñòð³÷àþòüñÿ (ÿê ìîäåëü) òàêîæ â 

åëåêòðîäèíàì³ö³. Äëÿ êîìïîíåíò³â ìàòðèö³ M, ùî îïèñóº âêàçàí³ 

ñèñòåìè, ñïðàâåäëèâ³ çîêðåìà ð³âíîñò³: *

11 22
�m m= , *

12 21
�m m=  [7 p. 250]. 

Ó åëåêòðîäèíàì³ö³ ìàòðèöþ ïåðåäà÷³ ′M  ââîäÿòü òðîõè 

³íàêøå, í³æ áóëî ïîêàçàíî íàìè, à ñàìå [7 p. 246]: 
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Ëåãêî â³äíàéòè çâ’ÿçîê ì³æ öèìè ìàòðèöÿìè: 
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à òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíà÷åííÿ T òà R, çíàéäåí³ çà ôîðìóëàìè 

(8.16), (8.17) ç âèêîðèñòàííÿì ′M  çàì³ñòü M  âèÿâëÿþòüñÿ 

îäíàêîâèìè. 

Íèæ÷å áóäóòü ðîçãëÿíóò³ äåÿê³ ìåòîäè ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòó 

ïðîõîäæåííÿ. 

 

8.2.1. Ìåòîä ïëîñêèõ õâèëü 

 

Ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³ çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ 

êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç êâàíòîâ³ ñèñòåìè, ïîòåíö³àëüíà 

åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â ÿêèõ º àáî ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíà êóñêîâî-

ñòàëîþ ôóíêö³ºþ (ðèñ. 8.3, à, á). Àïðîêñèìàö³ÿ, ùî ïîêàçàíà íà 

ðèñ. 8.3, à º âèïðàâäàíîþ, êîëè äî ñèñòåìè ïðèêëàäàºòüñÿ íåâåëèêå 

çì³ùåííÿ, à âïëèâîì ïðîñòîðîâîãî çàðÿäó ìîæíà çíåõòóâàòè. 

Ó áóäü-ÿêèõ äâîõ ñóì³æíèõ ä³ëÿíêàõ ç³ ñòàëèì ïîòåíö³àëüíèì 

ðåëüºôîì, ñêàæ³ìî, i-é òà (i + 1)-é îáëàñò³, ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ 

Øðåä³íãåðà áóäå ñóïåðïîçèö³ÿ ïëîñêèõ õâèëü: 
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øàð³, Ui – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â çîí³ ïðîâ³äíîñò³ i-ãî 

øàðó. 



Íà ãðàíèö³ ì³æ i-þ òà i+1-þ îáëàñòÿìè, â òî÷ö³ zi, i+1 õâèëüîâà 

ôóíêö³ÿ òà ïîò³ê éìîâ³ðíîñò³ â í³é ìàþòü áóòè íåïåðåðâíèìè, òîáòî 

íåîáõ³äíî çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ ð³âíÿíü (äèâ. òàêîæ ðîçä. 1.6): 

 

 , 1 1 , 1( ) ( )i i i i i iz z+ + +ψ = ψ , (8.23) 
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, 1 1 1 , 11/ ( ) 1/ ( )i i i i i i i im z m z+ + + +′ ′⋅ ψ = ⋅ ψ , (8.24) 

 

äå øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ ïî z. 

Ç óðàõóâàííÿì (8.21) òà (8.22) ð³âíÿííÿ (8.23) òà (8.24) ìîæíà 

çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³: 
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Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè (8.25) íà 
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ñïðàâà, îòðèìàºìî: 
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M  – ìàòðèöÿ 

ïåðåäà÷³ åëåêòðîííèõ õâèëü (àáî ïðîñòî M-ìàòðèöÿ), ùî âèðàæàº 

àìïë³òóäè åëåêòðîííèõ õâèëü ó (i + 1)-ìó øàð³ ÷åðåç àìïë³òóäè ó 

i -ìó øàð³. 



Íà â³äì³íó â³ä ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü öÿ 

ìàòðèöÿ ïîâ’ÿçóº àìïë³òóäè ïàäàþ÷èõ òà â³äáèòèõ õâèëü (Ai(i+1), 

Bi(i+1)), à íå ñàì³ õâèë³ ( ( 1)i i
→

+ψ , ( 1)i i
←

+ψ ). Îäíàê M-ìàòðèö³ ìîæíà ââåñòè ³ 

ó ñïîñ³á, âëàñòèâèé äëÿ åëåêòðîäèíàì³êè, ³ öå íå âïëèíå íà ê³íöåâèé 

ðåçóëüòàò; ìè æ êîðèñòóºìîñÿ çàãàëüíîïðèéíÿòèì ñïîñîáîì, ÿêèé äî 

òîãî æ ââîäèòüñÿ ïðèðîäíî. 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îòðèìàòè ð³âíÿííÿ, ùî ïîâ’ÿçóº â³äïîâ³äí³ 

àìïë³òóäè â (i – 1)-ìó òà i -ìó øàð³: 
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M  (8.27). 

 

Êîðèñòóþ÷èñü (8.26) òà (8.27), ìîæíà âèðàçèòè [Ai+1, Bi+1]
Ò
 ÷åðåç 

[Ai-1, Bi-1]
Ò
: 
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ùî º âèðàçîì âëàñòèâîñò³ M-ìàòðèöü, ùî çâåòüñÿ 

«ìóëüòèïë³êàòèâí³ñòü». Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âêàçàíà 

âëàñòèâ³ñòü M-ìàòðèöü äîçâîëÿº âèðàçèòè àìïë³òóäè ïàäàþ÷èõ òà 

â³äáèòèõ õâèëü ó ë³âîìó ðåçåðâóàð³ ÷åðåç àíàëîã³÷í³ âåëè÷èíè 

ïðàâîãî ðåçåðâóàðó: 
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= ∏M M  º øóêàíîþ ìàòðèöåþ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ êâàíòîâî¿ 

ñèñòåìè. 


