
8.1.1. Óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó åôåêòèâíî¿ ìàñè 

 

Ðóõ åëåêòðîí³â â ãåòåðîñòðóêòóðàõ ìîæíà îïèñàòè 
áàãàòî÷àñòèíêîâèì ð³âíÿííÿì Øðåä³íãåðà, ÿêå ðÿäîì àïðîêñèìàö³é 
çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè íåçàëåæíèõ ì³æ ñîáîþ ð³âíÿíü äëÿ êîæíîãî ç 
åëåêòðîí³â [8.6, ñ. 25]: 
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äå ψ – îäíîåëåêòðîííà õâèëüîâà ôóíêö³ÿ, E – åíåðã³ÿ åëåêòðîíà, H
)

 
– îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà â îäíîåëåêòðîííîìó íàáëèæåíí³, 
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â ÿêîìó m – ìàñà ñïîêîþ åëåêòðîíà, h  – ñòàëà Ïëàíêà, V(r) – 
ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â ïîë³ âñ³õ ³íøèõ åëåêòðîí³â òà 
³îí³â, ùî íå çì³íþºòüñÿ ïðè çì³ùåíí³ íà âåêòîð òðàíñëÿö³¿ a: 
V(r + a) = V(r), U(r) – íåïåð³îäè÷íà1 ÷àñòèíà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ 
åëåêòðîíà, ÿêà îáóìîâëåíà çîâí³øí³ìè ïîëÿìè, çîêðåìà ðîçðèâàìè 
åêñòðåìóì³â çîí ó ãåòåðîñòðóêòóðàõ, ïðèêëàäåíîþ íàïðóãîþ òà 
îá’ºìíèì çàðÿäîì. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà â ìàñèâíîìó 
íàï³âïðîâ³äíèêó ³ñíóº ïðîñòèé ìåòîä, ÿêèé äîçâîëÿº ïîçáàâèòèñÿ 
ðîçãëÿäó ÷ëåíó V(r). Öå òàê çâàíèé ìåòîä åôåêòèâíî¿ ìàñè. Â³í 
áàçóºòüñÿ íà òîìó, ùî ïîáëèçó åêñòðåìóì³â çîí ð³âíÿííÿ (8.1) ç 
Ã³ì³ëüòîí³àíîì (8.2) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ð³âíÿííÿì (8.1) ç 
Ã³ì³ëüòîí³àíîì: 

 

                                                           
1 В окремому випадку U(r) може містити періодичну складову. Цей випадок відповідає 
надрешітці. 
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Ôóíêö³¿, ùî º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ç 

Ãàì³ëüòîí³àíîì (8.3), êîðåêòíî íàçèâàòè «îãèíàþ÷èìè õâèëüîâî¿ 

ôóíêö³¿», à íå ïðîñòî «õâèëüîâèìè ôóíêö³ÿìè». Òàêà íàçâà 
îáóìîâëåíà òèì, ùî ïðè U(r) = const ðîçâ’ÿçêîì (8.1) º ôóíêö³¿ 

Áëîõà: ψ(r) = unk(r)e
ikr, äå ôóíêö³ÿ unk(r) = unk(r + a) ïîâòîðþº 

ïåð³îäè÷í³ñòü ðåø³òêè òà ñóòòºâî çì³íþºòüñÿ ïðîòÿãîì ïåð³îäó 
ðåø³òêè. Ìíîæíèê eikr ïîáëèçó åêñòðåìóì³â çîí çì³íþºòüñÿ íà 
ïåð³îä³ ðåø³òêè ïîâ³ëüíî, òîìó â³í ôàêòè÷íî º îãèíàþ÷îþ âñ³º¿ 
õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿. ßêùî U(r) ïîâ³ëüíî çì³íþºòüñÿ íà ïåð³îä³ 
ðåø³òêè, òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öå ïðàêòè÷íî íå âïëèíå íà unk(r); 
íàòîì³ñòü çì³íà â³äîáðàçèòüñÿ íà äðóãîìó ÷ëåí³ [8.7, p. 123]. Ñêàæ³ìî, 
â eikr ìîæíà ââåñòè çàëåæí³ñòü õâèëüîâîãî âåêòîðó â³ä êîîðäèíàòè 

k(r) àáî æ çàì³íèòè eikr íà χ(r), ùî ïîâ³ëüíî çì³íþºòüñÿ: 

ψ(r) = unk(r)e
ik(r)r = unk(r)ψ(r). Ôóíêö³ÿ χ(r) ôàêòè÷íî ³ º øóêàíîþ â 

ð³âíÿíí³ (8.1) ç Ãàì³ëüòîí³àíîì (8.3); ïðèðîäíî, ùî ¿¿ òåæ íàçèâàþòü 

«îãèíàþ÷îþ». Äàë³, îäíàê, áóäåìî ïîçíà÷àòè îãèíàþ÷ó õâèëüîâî¿ 

ôóíêö³¿ ÷åðåç ψ(r), ÿêùî íå áóäå âêàçàíî ³íøå. 

Ìåòîä åôåêòèâíî¿ ìàñè âèêîðèñòîâóºòüñÿ â òðàäèö³éí³é 
åëåêòðîí³ö³ çîêðåìà äëÿ ðîçðàõóíêó ëîêàë³çîâàíèõ ñòàí³â åëåêòðîíà 
â êðèñòàë³ [6, ñ. 66]. Éîãî ç äåÿêèìè ìîäèô³êàö³ÿìè âèêîðèñòîâóþòü ³ 
äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà â ãåòåðîñòðóêòóðàõ, ïðî ùî 
éòèìåòüñÿ äàë³. 

ßêùî ââàæàòè, ùî U(r) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³: 

 

U(r) = Ux(x) + Uy(y) + Uz(z), 

 

òî ð³âíÿííÿ (8.3) ðîçïàäåòüñÿ íà òðè íåçàëåæíèõ ð³âíÿííÿ: 
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à éîãî ðîçâ’ÿçîê ìîæíà áóäå øóêàòè ó âèãëÿä³: x y zψ = ψ ψ ψ ; 

E = Ex + Ey +Ez [8.8, ñ. 87]. Òóò 
2 2

* 2
( )

2
z

d
H U z

m dz
= − +

) h
; àíàëîã³÷íî 

âèçíà÷àþòüñÿ 
x

H
)

 òà 
y

H
)

. 

Ðîçãëÿíåìî ñòðóêòóðó ç ïîïåðå÷íèì òðàíñïîðòîì, ùî ì³ñòèòü 
ãåòåðîãðàíèö³, ÿê³ çàäàí³ ð³âíÿííÿìè z = const. Çã³äíî ïîäàíîãî 
âèçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè ç ïîïåðå÷íèì òðàíñïîðòîì ñêëàäîâ³ Ux(x), òà 
Uy(y) ìîæíà â³äïîâ³äíèì âèáîðîì ïî÷àòêó â³äë³êó ïîòåíö³àëüíî¿ 
åíåðã³¿ ïðèð³âíÿòè äî íóëÿ. Òîìó ð³âíÿííÿ (8.4) òà (8.5) áóäóòü ìàòè 
òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ ïëîñêèõ õâèëü: 
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Íàòîì³ñòü, ó íàïðÿìêó 0z ñë³ä ðîçâ’ÿçóâàòè ð³âíÿííÿ 
Øðåä³íãåðà (8.6), ÿêå ó ðîçêðèòîìó âèãëÿä³ çàïèñóºòüñÿ: 
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Â ïîäàëüøîìó íàñ ö³êàâèòèìå ëèøå ñêëàäîâà îãèíàþ÷î¿ ψz, ÿêó 

ìè áóäåìî íàçèâàòè, îïóñêàþ÷è ³íäåêñ, ÷åðåç ψ. 

 

8.2.2. Ãðàíè÷í³ óìîâè 

 

Íàéïðîñò³øèì êîìïîíåíòîì ãåòåðîñòðóêòóðè º ãåòåðîãðàíèöÿ. 
Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñè, ùî â³äáóâàþòüñÿ ïîáëèçó ãðàíèö³ äâîõ 



ìàòåð³àë³â À òà Á, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïëîùèí³ z = a. Â³äîìî, ùî 
ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà çîíè ïðîâ³äíîñò³ çàçíàº ð³çêî¿ çì³íè 
íà ãåòåðîãðàíèö³, ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ – ñòðèáêîïîä³áíî¿. Ð³çí³ 
ïðèêëàäè ãåòåðîãðàíèöü çîáðàæåí³ íà ðèñ. 8.1. Êð³ì òîãî, 
ñòðèáêîïîä³áíî¿ çì³íè çàçíàº òàêîæ åôåêòèâíà ìàñà, ÿêà ó 
ìàòåð³àëàõ À òà Á â çàãàëüíîìó âèïàäêó ð³çíà. 
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     Ðèñ. 8.1. Òèïè ãåòåðîïåðåõîä³â: à) ïåðåõ³ä I òèïó (À-Á = GaAs-AlGaAs; GaSb-AlSb; 

GaAs-GaP; InGaAs-InAlAs; InGaAs-InP); á) ïåðåõ³ä II òèïó (À-Á = InP-Al0.48In0.52As; 

InP-InSb; BeTe–ZnSe; GaInP-GaAsP; Si-SiGe); â) ïåðåõ³ä  III òèïó (À-Á = InAs-GaSb). 

 

 

Ðîçãëÿíåìî åëåêòðîí ó çîí³ ïðîâ³äíîñò³ (ÇÏ) ïîáëèçó 
ãåòåðîãðàíèö³ GaAs/Al0.33Ga0.67As, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïëîùèí³  z = a. 
Íà ãðàíèö³ ö³º¿ ãåòåðîïàðè â³äáóâàºòüñÿ ðóõ åëåêòðîí³â ïðîâ³äíîñò³ 
â ðàìêàõ Ã-äîëèíè, ÿêà º íàéíèæ÷îþ äëÿ îáîõ ñïîëóê. Ñàìå äëÿ 
òàêîãî âèïàäêó ïîäàþòüñÿ ïîäàëüø³ âèêëàäêè. 

Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà äëÿ îãèíàþ÷î¿ õâèëüîâî¿ 
ôóíêö³¿ â îêîëèö³ ïëîùèíè z = a ë³âîðó÷ òà ïðàâîðó÷: 
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äå ³íäåêñàìè «À» òà «Á» ïîçíà÷åí³ â³äïîâ³äí³ âåëè÷èíè â ñïîëóêàõ 

«À» òà «Á». 

Ïîçíà÷èìî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (8.8) òà (8.9) ÷åðåç ψÀ òà ψÁ 
â³äïîâ³äíî. Ââàæàºòüñÿ, ùî íà ãåòåðîãðàíèö³ ïåð³îäè÷íà ñêëàäîâà 
õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ unk(r) òà ¿¿ ïîõ³äíà íåïåðåðâí³ [8.9, p. 67]. Òîä³ ç 
âèìîãè äî íåïåðåðâíîñò³ õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ ñë³äóº íåïåðåðâí³ñòü ¿¿ 
îãèíàþ÷î¿, ³ ìóñèìî ïîêëàñòè: 

 

 ψÀ(a) = ψБ(a). (8.10) 

 

Ç³ çâè÷àéíîãî ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ìîæíà îòðèìàòè çàêîí 
çáåðåæåííÿ ãóñòèíè ïîòîêó éìîâ³ðíîñò³, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ çà 

ôîðìóëîþ: ( )* *i

2m
= ψ ∇ψ − ψ∇ψJ

h
 [8.8, ñ. 81]. Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ z-

ïðîåêö³é ïîòîê³â ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ â îãèíàþ÷³é õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ 
ó ïëîùèíàõ z = a+ òà z = a–, JA òà JÁ â³äïîâ³äíî: 
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Âèêîíàííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíó çáåðåæåííÿ ãóñòèíè 
ïîòîêó éìîâ³ðíîñò³ â êâàíòîâ³é ìåõàí³ö³ ñë³äóº ç³ çâè÷àéíîãî 
ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà. Öåé çàêîí àâòîìàòè÷íî âèêîíóºòüñÿ äëÿ 
ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ç³ çâè÷àéíîþ, ñòàëîþ ìàñîþ åëåêòðîíà. Àëå ó 
ïëîùèí³ òî÷ö³ z = a, â³äïîâ³äíî äî ïðèéíÿòî¿ ìîäåë³, åôåêòèâíà 
ìàñà çàçíàº ñòðèáêîïîä³áíî¿ çì³íè. Òîìó äëÿ âèêîíàííÿ çàêîíó 
çáåðåæåííÿ íåîáõ³äíî ïðèìóñîâî íàêëàñòè óìîâó: 

 



 JA = JÁ, (8.13) 

 

ç ÷îãî ñë³äóº, ùî 
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Ð³âíÿííÿ (8.10) òà (8.14) ÿâëÿþòü ñîáîþ çàãàëüí³ âèìîãè äî 
îãèíàþ÷î¿ õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ íà ãåòåðîãðàíèö³, ³ º 
õîðîøèìè íàáëèæåííÿìè äëÿ á³ëüøîñò³ ãåòåðîãðàíèöü. ¯õ ìîæíà 
çàïèñàòè â íåÿâíîìó, îäíàê êîìïàêòíîìó âèãëÿä³, âí³ñøè ï³ä ïåðøó 
ïîõ³äíó â (8.7) åôåêòèâíó ìàñó: 
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Ð³âíÿííÿ (8.15) øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ ïðè ìîäåëþâàíí³ 
åëåêòðîííîãî òðàíñïîðòó â ãåòåðîñòðóêòóðàõ; éîãî òàêîæ 
çàñòîñîâóþòü, êîëè åôåêòèâíà ìàñà çì³íþºòüñÿ ïëàâíî. Îñòàííüîãî 
åôåêòó ìîæíà äîñÿãòè, íàïðèêëàä, çì³íþþ÷è ìîëÿðíó äîëþ x â 

1
Al Ga As

x x−  â³ä íóëÿ äî 33% ïðîòÿãîì ê³ëüêîõ íàíîìåòð³â. Òàê³ 

ñòðóêòóðè íàçèâàþòüñÿ «âàð³çîííèìè». ¯õ äîçîëÿþòü âèãîòîâëÿòè 
ñó÷àñí³ òåõíîëîã³¿: 

- ìîëåêóëÿðíî-ïðîìåíåâî¿ åï³òàêñ³¿ (àíãë. àáðåâ³àòóðà – MBE); 

- õ³ì³÷íå âèïàðîâóâàííÿ ìåòàëîîðãàí³÷íèõ ñïîëóê ç ãàçîâî¿ ôàçè 
(MOCVD). 

Ð³âíÿííÿ (8.15) ÷àñòî íàçèâàþòü ð³âíÿííÿì Øðåä³íãåðà ç 

åôåêòèâíîþ ìàñîþ2. Âîíî º êëþ÷îâèì êîìïîíåíòîì òàê çâàíîãî 
„ìåòîäó îãèíàþ÷î¿ õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿”, ùî çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ 
ìîäåëþâàííÿ ãåòåðîñòðóêòóð. Íàçâà öüîãî ìåòîäó º ñèíîí³ìîì 

                                                           
2
 àíãë.: effective mass Schrodinger equation 



ìåòîäó åôåêòèâíî¿ ìàñè. Ó â³ò÷èçíÿí³é ë³òåðàòóð³ ÷àñòî îïóñêàþòü 
ñëîâî «îãèíàþ÷à» òà ãîâîðÿòü ïðîñòî «ìåòîä õâèëüîâèõ ôóíêö³é». 

 

8.2. ÏÐÈÍÖÈÏÈ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÌÎÄÅËÅÉ 

 

8.2.1. Ñòðóêòóðí³ ñêëàäîâ³ íàï³âïðîâ³äíèêîâîãî êîìïîíåíòó ç 
âåðòèêàëüíèì òðàíñïîðòîì 

 

Äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ðîçãëÿíåìî òîïîëîã³þ ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî 
ä³îäó (ðèñ. 2, à), ãåòåðîøàðè ÿêîãî âèãîòîâëåíîãî ç 
Al0.33GaAs0.77/GaAs. ÐÒÄ º îäí³ºþ ç íàéïðîñò³øèõ ñòðóêòóð ç 
ïîïåðå÷íèì òðàíñïîðòîì. 

Ó ïëîùèí³ ãåòåðîãðàíèöü éîãî ðîçì³ðè ìàþòü çíà÷åííÿ â³ä 
îäèíèöü äî ê³ëüêîõ äåñÿòê³â ì³êðîìåòð³â, ùî çíà÷íî á³ëüøå çà 

ïåð³îä ðåø³òêè (ÿêèé äëÿ GaAs ñêëàäàº ≈ 0.56 íì), à òàêîæ 

õàðàêòåðí³ ðîçì³ðè λÔ òà Lô, ³ º âåëè÷èíîþ îäíîãî ïîðÿäêó ç 
äîâæèíîþ â³ëüíîãî ïðîá³ãó, Lp. 

ßê âèäíî ç ðèñ. 8.2, à ó ñòðóêòóð³ ìîæíà âèä³ëèòè òðè 
ï³äñèñòåìè: ìàêðîñêîï³÷í³ îáëàñò³, ùî ïðèëÿãàþòü äî êîíòàêòíèõ 
ïëîùàäîê, à òàêîæ ì³êðîñêîï³÷íó îáëàñòü, ùî çíàõîäèòüñÿ ïîì³æ 
íèìè. Ðåëåâàíòíà ÷àñòèíà ì³êðîñêîï³÷íî¿ îáëàñò³ äîñèòü ñèëüíî 
ëåãóºòüñÿ äîì³øêàìè n-òèïó (çàçâè÷àé íå ìåíøå çà 1023 ì-3), ó òîé 
÷àñ ÿê ì³êðîñêîï³÷íó îáëàñòü ëèøàþòü ÷èñòîþ â³ä äîì³øîê. Ö³ 
îáëàñò³ ìàþòü óñòàëåí³ â ë³òåðàòóð³ ³ìåíà: 

- ë³âèé ðåçåðâóàð – öå íèæíÿ âèñîêîëåãîâàíà îáëàñòü íà ðèñ. 
8.1, à, á. Ë³âèé ðåçåðâóàð áåçïîñåðåäíüî ç’ºäíàíèé ç åëåêòðîäîì 
åì³òåðà (ðèñ. 8.2, à); 



-  ïðàâèé ðåçåðâóàð – öå 
âåðõíÿ âèñîêîëåãîâàíà 
îáëàñòü. Â³í ç’ºäíàíèé ç 
êîëåêòîðíèì åëåêòðîäîì; 

- êâàíòîâà (àêòèâíà) 
îáëàñòü – íåëåãîâàíà 
îáëàñòü ì³æ äâîìà 
ðåçåðâóàðàìè, ÷àñòèíà 
ÿêî¿ ïîêàçàíà ó 
çá³ëüøåíîìó ìàñøòàá³ íà 
ðèñ. 8.2, á. 

Òàêèé ïîä³ë, ÿê áóäå 
ïîêàçàíî íèæ÷å, äàº 
ìîæëèâ³ñòü ñòâîðþâàòè òàê 

çâàí³ «êîìá³íîâàí³» ìîäåë³ 
[8.10], ÿê³ çâóòüñÿ òàê òîìó, 
ùî ïðè ¿õ ïîáóäîâ³ äëÿ 
ð³çíèõ ä³ëÿíîê îäíîãî 
ïðèñòðîþ âèêîðèñòîâóþòüñÿ 
ð³çí³ ñïîñîáè îïèñó 
åëåêòðîííîãî êîëåêòèâó: 
äëÿ ðåçåðâóàð³â – 
íàï³âêëàñè÷íèé, à äëÿ 
êâàíòîâî¿ îáëàñò³ – 
ð³çíîìàí³òí³ êâàíòîâî-
ìåõàí³÷í³ ôîðìàë³çìè, â 
òîìó ÷èñë³ ìåòîä 

õâèëüîâèõ ôóíêö³é. Ñòâîðåííÿ êîìá³íîâàíèõ ìîäåëåé º 
àëüòåðíàòèâîþ îïèñó â ðàìêàõ ºäèíîãî êâàíòîâî-ìåõàí³÷íîãî 
ôîðìàë³çìó óñüîãî ïðèñòðîþ, ÿêèé ïðèçâîäèòü äî íåâèïðàâäàíî 
âèñîêî¿ ³íòåíñèâíîñò³ âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òà ÷èñåëüíèõ 
ðåñóðñ³â áåç ñóòòºâî¿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ ìîäåë³. 

Çàóâàæèìî, ùî â³äîì³ íà ñüîãîäí³ ïðèñòðî¿ íàíîåëåêòðîí³êè, 
âêëþ÷àþ÷è íàíîòðóáêè, îäíîåëåêòðîíí³ òðàíçèñòîðè òà ³íø³ 
ïåðñïåêòèâí³ êîìïîíåíòè, íåîäì³ííî ì³ñòÿòü êëàñè÷í³ îáëàñò³. Íàì 
çäàºòüñÿ, ùî áóäü-ÿêèé êîìïîíåíò ÷è ñèñòåìà íàíîåëåêòðîí³êè 
ìóñèòü ì³ñòèòè íà ÿêîìóñü ð³âí³ ñâîº¿ ³ºðàðõ³¿ «êëàñè÷íó» îáëàñòü, 
ÿêùî â³í ïðåòåíäóº íà êîðèñí³ñòü êâàíòîâà òåîð³ÿ íå º ñàìîñò³éíîþ 
òåîð³ºþ òà ïîòðåáóº ó ÿêîñò³ ñâîãî ãðàíè÷íîãî âèïàäêó êëàñè÷íó 
ìåõàí³êó [8.8, ñ. 15]. Çîêðåìà, êëàñè÷íà îáëàñòü íåîáõ³äíà äëÿ 
âèêîíàííÿ âèì³ðþâàííÿ [8.11, ñ. 77]. 
 

 

 

          Ðèñ. 8.2. Ñòðóêòóðà ðåçîíàíñíî-

òóíåëüíîãî ä³îäó (à) òà àêòèâíî¿ îáëàñò³  òà 

çîííà ä³àãðàìà (á) 



8.2.2. Ìåòîäèêà ðîçðàõóíêó ñòðóìó 
 

Ï³äõ³ä äî ðîçðàõóíêó ñòðóìó ÷åðåç ñòðóêòóðè ç ïîïåðå÷íèì 
åëåêòðîííèì òðàíñïîðòîì º ïîä³áíèì äî òîãî, ùî áóâ ðîçãëÿíóòèé ó 
ðîçä. 1.5: ì³êðîñêîï³÷íà ñèñòåìà, ÿêó ìè, êîðèñòóþ÷èñü 

çàãàëüíîïðèéíÿòîþ òåðì³íîëîã³ºþ, íàçèâàºìî òóò «êâàíòîâà 

îáëàñòü» îïèñóºòüñÿ, ôàêòè÷íî, ÿê öåíòð ðîçñ³þâàííÿ. Îñòàíí³é 
ìîæå áóòè îõàðàêòåðèçîâàíèé, çîêðåìà, ìàòðèöåþ ðîçñ³þâàííÿ àáî 
ìàòðèöåþ ïåðåäà÷³ åëåêòðîííèõ õâèëü, à òàêîæ êîìïîíåíòàìè 
çãàäàíèõ ìàòðèöü: êîåô³ö³ºíòàìè ïðîõîäæåííÿ òà â³äáèâàííÿ. 
Îñê³ëüêè ê³íöåâîþ ìåòîþ áóäü-ÿêîãî ìîäåëþâàííÿ ñòàòè÷íèõ 
õàðàêòåðèñòèê º âîëüò-àìïåðíà õàðàêòåðèñòèêà, ïî÷íåìî ç îïèñó 
ìåòîäèêè ðîçðàõóíêó ñòðóìó ÷åðåç ÐÒÄ. 

Íàéïðîñò³øå ïðèïóùåííÿ, ùî âèïëèâàº ç ïðèéíÿòî¿ â 
êîìá³íîâàíèõ ìîäåëÿõ êâàç³êëàñè÷íîñò³ åëåêòðîííîãî êîëåêòèâó â 
ðåçåðâóàðàõ, º ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî åëåêòðîííèé ãàç ó íèõ 
çíàõîäèòüñÿ ó ñòàí³ ëîêàëüíî¿ òåðìîäèíàì³÷íî¿ ð³âíîâàãè – êîæåí ç³ 
ñâî¿ì ðåçåðâóàðîì. Òîæ åëåêòðîííèé ãàç ìîæå áóòè 
îõàðàêòåðèçîâàíèé ñòàòèñòèêîþ Ôåðì³-Ä³ðàêà ç ïàðàìåòðàìè EÔ1 òà 
EÔ2. Ïðè÷îìó, ÿêùî ïðèêëàäåíà íàïðóãà äîð³âíþº V, òî 

Ô2 Ô1
� �E E eV= − . Ââàæàºòüñÿ, ÿê ³ ó ôîðìàë³çì³ Ëàíäàóåðà-Áóòò³êåðà 

(ðîçä. 1.5), ùî ðåçåðâóàðè ïîãëèíàþòü óñ³ åëåêòðîíè, ùî 
ïîòðàïëÿþòü äî íèõ. 

Îñê³ëüêè êâàíòîâà îáëàñòü º íåëåãîâàíîþ (äëÿ GaAs 

êîíöåíòðàö³ÿ åëåêòðîí³â ó í³é ni = 2.1·1012 ì-3 çà òåìïåðàòóðè 
300 Ê), à ðåçåðâóàðè – ñèëüíîëåãîâàí³ (Nä ~ 1024 ì-3), òî á³ëüø í³æ 
âèïðàâäàíèì º ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî îñíîâíà ÷àñòèíà çàðÿäó, ùî 
ïîòðàïëÿº ó êâàíòîâó îáëàñòü, ïîòðàïëÿº òóäè ç ë³âîãî ÷è 

ïðàâîãî ðåçåðâóàð³â. Öåé ïðîöåñ íàãàäóº ïðîöåñ òåðìîåëåêòðîííî¿ 
åì³ñ³¿, ùî ìàº ì³ñöå ó âàêóóìíèõ ä³îäàõ [8.12, ñ. 194], îäíàê â äàíîìó 

âèïàäêó åëåêòðîíè åì³òóþòüñÿ íå ëèøå ç «êàòîäó», àëå é «àíîäó». 
Àíàëîã³ÿ º, çâè÷àéíî, îáìåæåíîþ, ³ ïðîñòåæóºòüñÿ òîìó, ùî 
ìåõàí³çìîì ðóõó åëåêòðîí³â â îáîõ âèïàäêàõ áàë³ñòè÷íèé, à íå 
äðåéôîâèé. 

Ñóìàðíèé ñòðóì, ÿêèé ïðîò³êàº ÷åðåç êâàíòîâó îáëàñòü, ìîæíà 
ðîçðàõóâàòè ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ ñòðóì³â, ÿê³ ñòâîðþþòüñÿ 
åëåêòðîíàìè, ùî ïîòðàïëÿþòü òóäè ç ë³âîãî òà ïðàâîãî ðåçåðâóàðó 



(â àíãëîìîâí³é ë³òåðàòóð³ çàñòîñîâóþòüñÿ òåðì³íè „left-going 
electrons” òà „right-going electrons”). Ãóñòèíè îñòàíí³õ ïîçíà÷èìî, 
â³äïîâ³äíî, ÷åðåç J12 òà J21, à ñóìàðíó ãóñòèíó ñòðóìó – ÷åðåç J: 

 

J = J12 + J21. 

 

Ââàæàºòüñÿ, ùî ïîòîêè åëåêòðîí³â, ÿê³ ïîõîäÿòü ç ë³âîãî òà 
ïðàâîãî ðåçåðâóàð³â, ì³æ ñîáîþ íå âçàºìîä³þòü, ÿê ³ îêðåì³ 
åëåêòðîíè ó ïîòîö³. Âçàºìîä³ÿ, îäíàê, ìîæå áóòè âðàõîâàíà 
åôåêòèâíî, ÿêùî ââàæàòè, ùî êîæåí åëåêòðîí ðóõàºòüñÿ ó ïîë³ 
êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè òà ïîë³, ùî éîãî ñòâîðþþòü ðåøòà åëåêòðîí³â 
– òàê çâàíå íàáëèæåííÿ Õàðòð³ [8.8, c. 311], [8.13, c. 71]. Ââàæàºòüñÿ, 
ùî ïëîùà øàð³â ãåòåðîñòðóêòóðè íàñò³ëüêè âåëèêà, ùî ñòðóì ñèëîþ 
I ðîçïîä³ëÿºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ïî ïîïåðå÷íîìó (â³äíîñíî îñ³ 0z) 

ïåðåð³çó S, òîáòî ãóñòèíà ñòðóìó 
0

lim lim
∆ → ∀∆

∆ ∆= = = ≡
∆ ∆s s z z zS S

I I I
J

S S S
J e e e e , 

äå se  òà ze  – îäèíè÷íèé âåêòîð, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíèé åëåìåíòó 

ïîâåðõí³ ∆S òà îðò îñ³ 0z â³äïîâ³äíî. Íàäàë³ ºäèíó íåíóëüîâó 

ñêëàäîâó ãóñòèíè ñòðóìó áóäåìî ïîçíà÷àòè J: J � Jz. 

Îñê³ëüêè ïîòîêè åëåêòðîí³â ç ë³âîãî òà ïðàâîãî ðåçåðâóàðó íå 
çì³øóþòüñÿ ì³æ ñîáîþ, òî äëÿ êîæíîãî ïîòîêó îêðåìî ìàº 
âèêîíóâàòèñÿ çàêîí íåïåðåðâíîñò³ ñòðóìó, ÿêèé âèðàæàºòüñÿ â 
òîìó, ùî ãóñòèíà ñòðóìó ó êîæí³é òî÷ö³ º ñòàëîþ: dJ12(21)/dz = 0. 

Âèõîäÿ÷è ç ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü, ãóñòèíó ñòðóìó ÷åðåç ÐÒÄ 
ìîæíà ðîçðàõîâóâàòè çîêðåìà òàê: 

 

 J = J12(zR) + J21(zL), (8.16) 

 

zR òà zL – ïðàâà òà ë³âà ãðàíèöÿ êâàíòîâî¿ îáëàñò³. Òîáòî äëÿ 
åëåêòðîí³â ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó ðîçðàõóâàòè ñòðóì â îäí³é òî÷ö³, à 
äëÿ åëåêòðîí³â ç ïðàâîãî – â ³íø³é. Çàóâàæèìî, ùî â òî÷êàõ zL òà zR 
åëåêòðîí ìîæíà ââàæàòè êâàç³êëàñè÷íîþ ÷àñòèíêîþ (öå ãðàíè÷í³ 
òî÷êè êëàñè÷íî¿ îáëàñò³), òîìó éîìó âëàñòèâå äåòåðì³íîâàíå 
çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ v  



Ðîçãëÿíåìî ðóõ îäíîãî îêðåìîãî åëåêòðîíà, ùî çíàõîäèòüñÿ â 

òî÷ö³ zR. Åëåêòðîí ç³ øâèäê³ñòþ v  ñòâîðþº åëåìåíòàðíèé ñòðóì 

j = evz. Ãóñòèíà ñòðóìó, ùî éîãî ñòâîðþþòü åëåêòðîíè, ÿê³ ìàþòü 

øâèäêîñò³ â ìåæàõ â³ä 
*

z

z

k
v

m
= h

 äî 
z z

v dv+  (àáî, ùî òå æ ñàìå, 

åëåêòðîíè, çíà÷åííÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà ÿêèõ ëåæàòü â ìåæàõ â³ä kz  

äî kz + dkz): 
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z R R

k
dj e v dn z e dn z

m
= = h

, (8.17) 

äå dn(zR) – êîíöåíòðàö³ÿ åëåêòðîí³â â òî÷ö³ zR, ùî ìàþòü øâèäêîñò³ 

ó âèùåçàçíà÷åíèõ ìåæàõ. 

Êîíöåíòðàö³ÿ dn(zR) âèçíà÷àºòüñÿ ÿê dn(zL) (äàë³ ïðîñòî dn), 
ïîìíîæåíà íà êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíà ÷åðåç êâàíòîâó 
ñèñòåìó T, òîìó ùî ò³ëüêè dn·T åëåêòðîí³â äîñÿãàº ïðàâîãî 
ðåçåðâóàðà3. Óìîâíî öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 8.3. Çàóâàæèìî, ùî 
êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ çàëåæèòü â³ä ïîïåðå÷íî¿ åíåðã³¿ åëåêòðîí³â, 
ùî åì³òóþòü ç òîãî ÷è ³íøîãî ðåçåðâóàðó: T = T(Ez). 

Ñàìå çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ T º ãîëîâíîþ 
ïðîáëåìàòèêîþ ìîäåëþâàííÿ ñòðóêòóð ç âåðòèêàëüíèì 

òðàíñïîðòîì, îñê³ëüêè ïåðøèé âèçíà÷àº åëåêòðè÷í³ âëàñòèâîñò³ 
ì³êðîñêîï³÷íî¿ ñèñòåìè. Ïðè âèâåäåíí³ ôîðìóëè äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó 
áóäåìî ââàæàòè, ùî êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ íàì â³äîìèé. 

 

                                                           
3
 á³ëüø êîðåêòíî ââàæàòè, ùî äîñÿãàþòü ïðàâîãî ðåçåðâóàðó dn·T·(1 – f2) 

åëåêòðîí³â, äå f2 – éìîâ³ðí³ñòü çàïîâíåííÿ åëåêòðîííîãî ñòàíó â ë³âîìó 
ðåçåðâóàð³. Ïîäàëüø³ ðîçðàõóíêè ïåðåäáà÷àþòü, ùî f2<<1 
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Ðèñ. 8.3. Ñêëàäîâ³ ñòðóìó ÷åðåç äâîáàð’ºðíó êâàíòîâó ñèñòåìó òà ¿¿ çîííà ä³àãðàìà 

 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñóìàðíîãî ñòðóìó j12, ùî éîãî ñòâîðþþòü 

åëåêòðîíè, ÿê³ ïîòðàïèëè â òî÷êó zR ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó, 

ñêîðèñòàºìîñÿ òèì, ùî êîíöåíòðàö³ÿ åëåêòðîí³â dn â åëåìåíòàðíîìó 

îá’ºì³ õâèëüîâèõ ÷èñåë dVk = dkxdkydkz äîð³âíþº: 

 

 ( ) ( )
k

dn g f dV= k k , (8.18) 

 

äå g(k) òà f(k) – â³äïîâ³äíî ãóñòèíà ñòàí³â òà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó 

åëåêòðîí³â â k-ïðîñòîð³ â ë³âîìó ðåçåðâóàð³; g(k) = 2/(2π)3
; 

f(k) = 1/(1 + eε
), äå, â ñâîþ ÷åðãó, 
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Ç óðàõóâàííÿì (8.18) ð³âíÿííÿ (8.17) ó ðîçêðèòîìó âèãëÿä³ 

ïåðåïèøåòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 
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 .(8.19) 

 

Ëåãêî ïîêàçàòè (íèæ÷å öå áóäå îá´ðóíòîâàíî), ùî ïðèíàéìí³ çà 

â³äñóòíîñò³ ïðîöåñ³â ðîçñ³þâàííÿ â àêòèâí³é îáëàñò³ êîåô³ö³ºíò 

ïðîõîäæåííÿ äëÿ ñòðóêòóð ç ïîïåðå÷íèì òðàíñïîðòîì áóäå 

çàëåæàòè ëèøå â³ä z-ñêëàäîâî¿ åíåðã³¿ (³ìïóëüñó): T(E(k)) = T(Ez(kz)). 

Öå ïðèïóùåííÿ äîçâîëÿº ïðîâåñòè ³íòåãðóâàííÿ ó ôîðìóë³ (8.19) ïî 

ïîïåðå÷íèì çíà÷åííÿì õâèëüîâîãî âåêòîðó (kx òà ky). Ó òîé æå ÷àñ 

âèä êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ T(Ez) íàâ³òü äëÿ íàéïðîñò³øèõ ôîðì 

êâàíòîâî¿ îáëàñò³ çàçâè÷àé íå äîçâîëÿº ïðîâåñòè ³íòåãðóâàííÿ ïî z-

ñêëàäîâ³é àíàë³òè÷íî. 

Ïðè ³íòåãðóâàíí³ ïî kz â (8.19) áóäåìî âðàõîâóâàòè òîé ôàêò, 

ùî ëèøå åëåêòðîíè, ùî ðóõàþòüñÿ ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó â íàïðÿìêó 

äî ïðàâîãî ðåçåðâóàðó (òîáòî åëåêòðîíè ç äîäàòíîþ z-ñêëàäîâîþ 

øâèäêîñò³ (³, â³äïîâ³äíî, õâèëüîâîãî âåêòîðà)) ìîæóòü éîãî äîñÿãòè, 

òîáòî ³íòåãðóâàííÿ â (8.16) ïðîâîäèòüñÿ ïî ³íòåðâàëó (0; )zk ∈ ∞ . 

Ðåøòà ïðîåêö³é øâèäêîñò³ (õâèëüîâîãî âåêòîðó) ìîæóòü ïðèéìàòè 

äîâ³ëüíå çíà÷åííÿ. Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå, îòðèìàºìî âèðàç äëÿ 

ðîçðàõóíêó ñêëàäîâî¿ ãóñòèíè ñòðóìó, ùî éîãî ñòâîðþþòü åëåêòðîíè 

ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó: 

 

 
12 * 3

Ô10

2
( )

(2 ) 1 exp{ ( , )}
z

z z x y

e k
J T E dk dk dk

m E

∞ ∞ ∞

−∞ −∞

=
π + ε∫ ∫ ∫

k

h
 (20) 

 

²íòåãðóþ÷è (8.20) ïî kx òà ky òà ïåðåõîäÿ÷è äî ³íòåãðóâàííÿ ïî 

åíåðã³¿, îòðèìàºìî (äèâ. äîäàòîê ä. 8.1.1): 

 



 
*

Á Ô

12 2 3

Á

2
( ) ln 1 exp

(2 )
z

z z

eV

m ek T E E eV
J T E dE

k T

∞   − −= ⋅ + −  π   
∫

h
. (8.21) 

 

äå íèæíÿ ãðàíèöÿ ³íòåãðóâàííÿ âðàõîâóº â³äñóòí³ñòü ó ë³âîìó 

ðåçåðâóàð³ åëåêòðîí³â ç åíåðã³ºþ, ìåíøîþ çà eV. 

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîã³÷í³ ñóäæåííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ J21, çíàéäåìî 

(äèâ. äîäàòîê 8.1.2): 

 

 
*

Á Ô

21 2 3

Á0

2
( ) ln 1 exp

(2 )
z

z z

m ek T E E
J T E dE

k T

∞   −= ⋅ + −  π   
∫

h
, (8.22) 

 

Ï³äñóìîâóþ÷è (8.21) òà (8.22) ó â³äïîâ³äíîñò³ ç (8.16), îòðèìàºìî 

â³äîìó ôîðìóëó Öó-Åñàê³: 

 

 
*

Á

2 3

2
( ) ( )

(2 )
z z z

eV

m ek T
J T E D E dE

∞

=
π ∫

h
, (8.23) 

 

äå D(Ez) – òàê çâàíà ôóíêö³ÿ ïîñòà÷àííÿ åëåêòðîí³â (àíãë. «supply 

function»): 

 

Ô 1

Á

Ô

Á

( )
1 exp

( ) ln
( )

1 exp

z

z N

E E U

k T
D E

E E U

k T

  − ++ −  
  ≡

  − ++ −  
  

. 

 

Ç äâîõ íèæí³õ ãðàíèöü 0 òà eV áóëà âèáðàíà íàéá³ëüøà, áî äëÿ 

ñòàí³â ç Ez < eV T(Ez) = 0, ùî ñë³äóº ç åëåìåíòàðíèõ êâàíòîâî-

ìåõàí³÷íèõ óÿâëåíü. 



Ñïîñ³á, ùî áóâ ïðîäåìîíñòðîâàíèé âèùå, áëèçüêèé äî òîãî, ùî 

âèêîðèñòîâóâàëè Öó òà Åñàê³ äëÿ ðîçðàõóíêó ñòðóìó ÷åðåç ÐÒÄ ó 

ñâî¿é ï³îíåðñüê³é ðîáîò³ [8.1] ³ íå º äîñòàòíüî ñòðîãèì. Á³ëüø ñòðîãèé 

ñïîñ³á, ç ÿêîãî ñë³äóº íåïåðåðâí³ñòü ñòðóìó ó âñ³é êâàíòîâ³é îáëàñò³, 

ðîçãëÿäàºòüñÿ ó ðîçä. 8.4.2. 

Ç ôîðìóëè Öó-Åñàê³ âèäíî, ùî çàäà÷à ïî çíàõîäæåííþ âîëüò-

àìïåðíî¿ õàðàêòåðèñòèêè çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòó 

ïðîõîäæåííÿ T(Ez), ÿêà ïðè â³äîìîìó ïîòåíö³àëüíîìó ðåëüºôîâ³ 

ñõîæà íà êëàñè÷íó êâàíòîâî-ìåõàí³÷íó çàäà÷ó ïðî ïðîõîäæåííÿ 

åëåêòðîíîì äåÿêîãî ïîòåíö³àëüíîãî ðåëüºôó (íàïðèêëàä, 

ïðÿìîêóòíîãî ïîòåíö³àëüíîãî áàð’ºðó). 

 

8.3. ÓÌÎÂÍÎ-ÀÍÀË²ÒÈ×Í² ÌÅÒÎÄÈ ÐÎÇÐÀÕÓÍÊÓ 

ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒÓ ÏÅÐÅÄÀ×² 

 

Ç ÷àñ³â ôîðìóâàííÿ ïåðøèõ óÿâëåíü ïðî ôóíêö³îíóâàííÿ 

íàï³âïðîâ³äíèêîâèõ ñòðóêòóð ç âåðòèêàëüíèì òðàíñïîðòîì áóëî 

ðîçðîáëåíî òà âèêîðèñòîâóþòüñÿ áàãàòî ìåòîä³â äëÿ îá÷èñëåííÿ 

êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíîì êâàíòîâî¿ ñòðóêòóðè, ÿê³ º ïî 

ñóò³ àíàë³òè÷íèìè. Îäíàê, ñêëàäí³ñòü âèðàç³â çàçâè÷àé íå äîçâîëÿº 

âèêîðèñòîâóâàòè ¿õ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó áåç ïîäàëüøèõ 

ñïðîùåíü. Çäåá³ëüøîãî âîíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè 

÷èñåëüíèõ ìîäåëåé. Ç ö³º¿ ïðè÷èíè ìè âèêîðèñòàëè ïðèñòàâêó 

«óìîâíî-» ó ¿õ íàçâ³, õî÷à âèêîðèñòàííÿ ëîðåíöåâî¿ ìîäåëüíî¿ 

ôóíêö³¿ (ðîçä. 8.3.2) º ö³ëêîì ïðèäàòíèì äëÿ àíàë³çó, îäíàê 

çàñòîñîâí³ñòü ìåòîäó îáìåæåíà âèêëþ÷íî ðåçîíàíñíî-òóíåëüíèì 

ä³îäîì çà óìîâè ìàëèõ çì³ùåíü. 

Çàãàëüíèé ï³äõ³ä óñ³õ ìåòîä³â ïîëÿãàº â òîìó, ùî çàâäàííÿ ïî 

çíàõîäæåííþ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ 

äî çíàõîäæåííÿ ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ ñèñòåìè, òîáòî ìàòðèö³, ùî 

ïîâ’ÿçóº ïàäàþ÷³ òà â³äáèò³ åëåêòðîíí³ õâèë³ ç îáîõ áîê³â ñèñòåìè. 

ßê ââîäèòüñÿ öÿ ìàòðèöÿ? Çã³äíî ç ïðèéíÿòèìè 

ïðèïóùåííÿìè, çà ìåæàìè êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ïàä³ííÿ ïðèêëàäåíî¿ 

íàïðóãè â³äñóòíº, òîìó åëåêòðîí çíàõîäèòüñÿ âèêëþ÷íî ó ïîë³ 

êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè, ³ îãèíàþ÷à éîãî õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ – öå 

ñóïåðïîçèö³ÿ ïàäàþ÷èõ òà â³äáèòèõ ïëîñêèõ õâèëü. Òîìó ðîçâ’ÿçîê 



ð³âíÿííÿ (8.15) äëÿ ë³âîãî òà ïðàâîãî ðåçåðâóàðó (íà ðèñ. 8.5, à öå I 

òà V ä³ëÿíêè) çàïèøåòüñÿ òàê: 

 

 1 1
i i

1 1 1
e e

k z k z

A B
−ψ = + , (8.24) 

 5 5
i i

5 5 5
e e

k x k x

A B
−ψ = + , (8.25) 

 

äå A1, B1, A5, B5 – äåÿê³ ñòàë³, ùî âèíèêàþòü ïðè ³íòåãðóâàíí³ 

ð³âíÿííÿ (8.15); *

1(5) 1(5) 1(5)2 ( )
z

k m E U= − h , äå *

1(5)
m  – åôåêòèâíà ìàñà 

åëåêòðîíà â I(V) îáëàñò³, 
1(5)

U  – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà 

(„ïîòåíö³àëüíèé ðåëüºô”) â I(V) îáëàñò³. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ 

÷ëåí³â ð³âíÿíü (8.24), (8.25): 

 

1
i

1 1
e

k z

A
→ψ ≡ , 1

i

1 1
e

k z

B
← −ψ ≡ , 5

i

5 5
e

k z

A
→ψ ≡ , 5

i

5 5
e

k z

B
← −ψ ≡ , 

 

ÿê³ òðàäèö³éíî çâóòüñÿ, â³äïîâ³äíî, ïàäàþ÷èìè òà â³äáèòèìè 

õâèëÿìè ó ïåðø³é òà ï’ÿò³é îáëàñò³. Ö³ õâèë³ îïèñóþòü åëåêòðîí, ùî 

íàë³òàº ÷è â³äáèâàºòüñÿ â³ä êâàíòîâî¿ îáëàñò³ çë³âà ÷è ñïðàâà. 
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      Ðèñ. 8.5. Ð³çí³ ôîðìè ïîòåíö³àëüíèõ áàð’ºð³â òà ¿õ àïðîêñèìàö³¿ ïðè âèêîðèñòàíí³ 

óìîâíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòó ïåðåäà÷³ 



 

Ìàòðèöÿ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè M ââîäèòüñÿ òàê: 

 

 5 1 11 12 1

5 1 21 22 1

A A m m A

B B m m B

       
= ≡       

       
M , (8.26) 

 

Îïèñàí³ íèæ÷å ìåòîäè äîçâîëÿþòü çíàéòè ñàìó ìàòðèöþ M. 
Ïðèïóñòèìó, ìè ¿¿ âæå çíàéøëè, òîáòî â³äîì³ ¿¿ êîìïîíåíòè m11, m12, 
m21, m22. ßê, çíàþ÷è M , â³äøóêàòè êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ? 
Â³äïîâ³äü îäíàêîâà äëÿ óñ³õ ðîçãëÿäóâàíèõ ìåòîä³â; ¿¿ ïîäàíî íèæ÷å. 

Çà âèçíà÷åííÿì êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ T [8.11, ñ. 419]: 

 

 
5

1

j
T

j

→

→= , (8.27) 

 

äå 
5
j

→  – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó åëåêòðîíí³é õâèë³, ùî ïðîéøëà 

ó ï’ÿòó îáëàñòü; 
1
j

→  – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó ïàäàþ÷³é õâèë³ â 

ïåðø³é îáëàñò³. Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì ãóñòèíè ïîòîêó éìîâ³ðíîñò³: 
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h
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Ïðîñò³ îá÷èñëåííÿ äàþòü: 

 

2 5

5 5 *

5
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h
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Ï³äñòàâëÿþ÷è ö³ çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (8.27), îòðèìàºìî: 

 

 
2

5 5 1

2 *

1 51

A k m
T

k mA

∗

= . (8.28) 

 

Ç ôîðìóëè (8.28) ñë³äóº: ÿêùî ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà 
ó ë³âîìó ÷è ïðàâîìó ðåçåðâóàð³ ìåíøà çà ïîâíó åíåðã³þ åëåêòðîíà 
(îäèí ³ç õâèëüîâèõ âåêòîð³â ïðèéìàº ÷èñòî óÿâíå çíà÷åííÿ), òî 
òàêèé åëåêòðîí íå âíîñèòü âêëàä â ñòðóì, ïðî ùî çãàäóâàëîñÿ ïðè 
âèâåäåíí³ ôîðìóëè Öó-Åñàê³. 

Êîåô³ö³ºíò â³äáèâàííÿ â³ä êâàíòîâî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 
[11, ñ. 419]: 
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j
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→= , (8.29) 

 

äå 
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1 1 1*

1
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← ← ← ψ ψ= ψ − ψ 

 

h
 – ïîò³ê ãóñòèíè éìîâ³ðíîñò³ ó 

â³äáèò³é ó ïåðøó îáëàñòü åëåêòðîíí³é õâèë³. 

Ïðîñò³ îá÷èñëåííÿ äàþòü: 

 

2 1
1 1 *

1

← =
h k

j B
m

. 

 

Ï³äñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ â (8.29), ìàºìî: 

 

 
2

1

2

1

B
R

A

= . (8.30) 



 

Ô³çè÷íèé çì³ñò ìàþòü çàäà÷³, äå åëåêòðîí íàë³òàº íà êâàíòîâó 
ñèñòåìó çë³âà (ç ïåðøî¿ îáëàñò³) àáî ñïðàâà (ç ï’ÿòî¿ îáëàñò³). 

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ 
äëÿ åëåêòðîíà, ùî íàë³òàº íà êâàíòîâó ñèñòåìó ç ë³âîãî ðåçåðâóàðó. 
Çà óìîâîþ çàäà÷³ õâèëÿ, ùî â³äáèòà â³ä êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ñïðàâà 

5
i

5 5

k z
B e

← −ψ ≡  áóäå â³äñóòíÿ (îñê³ëüêè ðåçåðâóàðè º ³äåàëüíî-

àäñîðáóþ÷èìè). Áåç âòðàòè çàãàëüíîñò³ ìîæíà íîðìóâàòè õâèëüîâó 
ôóíêö³þ ó ë³âîìó ðåçåðâóàð³ òàê, ùî A1 = 1. Òîä³ àìïë³òóäè A5 òà B1 
íàáóäóòü ñìèñëó, ïîä³áíîãî äî òîãî, ùî ìàþòü, êîìïëåêñí³ 
êîåô³ö³ºíòè ïðîõîäæåííÿ òà â³äáèâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü. 
Ùîá ï³äêðåñëèòè öþ àíàëîã³þ òà ïîë³ïøèòè ñïðèéíÿòòÿ ¿õ 

ô³çè÷íîãî ñìèñëó ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
5

t A≡ , 
1

r B≡ . Òàêèì ÷èíîì, 

äëÿ âèïàäêó åëåêòðîíà, ùî íàë³òàº íà êâàíòîâó ñèñòåìó çë³âà, (8.28) 
òà (8.30) ïåðåïèøóòüñÿ òàê: 

 

 
2 5 1

*

1 5

k m
T t

k m

∗

= , (8.31) 

 
2

R r= . (8.32) 

 

Ïîâåðíåìîñÿ äî ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ òà ïåðåïèøåìî ôîðìóëó 
(8.26) ó ùîéíî ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ: 

 

 11 12

21 22

1

0

t m m

m m r

     =     
     

. (8.33) 

 

Òóò íåâ³äîìèìè º êîåô³ö³ºíòè t òà r, çíàéøîâøè ÿê³, ìàòèìåìî 
çìîãó îá÷èñëèòè T òà R çã³äíî (8.31) òà (8.32). Ïðîâ³âøè åëåìåíòàðí³ 
îá÷èñëåííÿ, ç (8.33) îòðèìàºìî: 

 

 t = m11 + m12m21/m22; (8.34) 



 r = –m21/m22.. (8.35) 

 

Îòæå, ÿêùî ìàòðèöÿ ïåðåäà÷³ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè â³äîìà, 
ôîðìóëè (8.31), (8.32), (8.34), (8.35) äîçâîëÿþòü îá÷èñëèòè êîåô³ö³ºíòè 
ïðîõîäæåííÿ òà â³äáèâàííÿ. 

Íàîñòàíîê â³äì³òèìî, ùî çàêîí çáåðåæåííÿ ãóñòèíè ïîòîêó 
éìîâ³ðíîñò³ â îãèíàþ÷³é õâèëåâî¿ ôóíêö³¿, ÿê ³ äëÿ çâè÷àéíî¿ 
õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ [8.11, ñ. 419] äèêòóº âèêîíàííÿ óìîâè: 

 

T + R =1; 

 

êð³ì òîãî, â [8.8, ñ. 108] ïîêàçàíî, ùî äëÿ åëåêòðîí³â, ùî íàë³òàþòü 
ñïðàâà ÷è çë³âà êîåô³ö³ºíòè â³äáèâàííÿ òà ïðîõîäæåííÿ îäíàêîâ³: 
T12 = T21, R12 = R21. Ç öèõ ïðè÷èí ó ôîðìóë³ Öó-Åñàê³ (8.23) ô³ãóðóº 

îäèí êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ, T � T12 = T21. Ñèñòåìè, ùî 
çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíèì óìîâàì íàçèâàþòüñÿ îáîðîòíèìè 
ñèñòåìàìè áåç âòðàò ³ çóñòð³÷àþòüñÿ (ÿê ìîäåëü) òàêîæ â 
åëåêòðîäèíàì³ö³. Äëÿ êîìïîíåíò³â ìàòðèö³ M, ùî îïèñóº âêàçàí³ 

ñèñòåìè, ñïðàâåäëèâ³ çîêðåìà ð³âíîñò³: *

11 22
�m m= , *

12 21
�m m=  

[8.14, p. 250]. 

Ó åëåêòðîäèíàì³ö³ ìàòðèöþ ïåðåäà÷³ ′M  ââîäÿòü òðîõè ³íàêøå, 
í³æ áóëî ïîêàçàíî íàìè, à ñàìå [8.15, p. 246]: 
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← ←

   ψ ψ
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Ëåãêî â³äíàéòè çâ’ÿçîê ì³æ öèìè ìàòðèöÿìè: 
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à òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çíà÷åííÿ T òà R, çíàéäåí³ çà ôîðìóëàìè 

(8.31), (8.32) ç âèêîðèñòàííÿì ′M  çàì³ñòü M  âèÿâëÿþòüñÿ 
îäíàêîâèìè. 

Íèæ÷å áóäóòü ðîçãëÿíóò³ äåÿê³ ìåòîäè ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòó 
ïðîõîäæåííÿ. 

 

8.3.1. Ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³4 

 

Ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³ çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ 
êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç êâàíòîâ³ ñèñòåìè, ïîòåíö³àëüíà 
åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â ÿêèõ º àáî ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíà êóñêîâî-
ñòàëîþ ôóíêö³ºþ (ðèñ. 8.4, à, á). Àïðîêñèìàö³ÿ, ùî ïîêàçàíà íà 
ðèñ. 8.4, à º âèïðàâäàíîþ, êîëè äî ñèñòåìè ïðèêëàäàºòüñÿ íåâåëèêå 
çì³ùåííÿ, à âïëèâîì ïðîñòîðîâîãî çàðÿäó ìîæíà çíåõòóâàòè. 

Ó áóäü-ÿêèõ äâîõ ñóì³æíèõ ä³ëÿíêàõ ç³ ñòàëèì ïîòåíö³àëüíèì 
ðåëüºôîì, ñêàæ³ìî, i-é òà (i + 1)-é îáëàñò³, ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ 
Øðåä³íãåðà áóäå ñóïåðïîçèö³ÿ ïëîñêèõ õâèëü: 

 

 i i
i i

k z k z

i i i
A e B e

−ψ = + , (8.36) 
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1 1 1

i i
k z k z
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A e B e+ +−

+ + +ψ = + , (8.37) 

 

äå *
2 ( ) /

i i i z
k m U E= − h , äå *

i
m  –åôåêòèâíà ìàñà åëåêòðîíà â i-ìó 

øàð³, Ui – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â çîí³ ïðîâ³äíîñò³ i-ãî 
øàðó. 

Íà ãðàíèö³ ì³æ i-þ òà i+1-þ îáëàñòÿìè, â òî÷ö³ zi, i+1 õâèëüîâà 
ôóíêö³ÿ òà ïîò³ê éìîâ³ðíîñò³ â í³é ìàþòü áóòè íåïåðåðâíèìè, òîáòî 
íåîáõ³äíî çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ ð³âíÿíü (8.13) òà (8.14), ÿê³ ó 
íàøîìó âèïàäêó ïåðåïèøóòüñÿ: 

                                                           
4 англ. transfer matrix method 



 , 1 1 , 1( ) ( )i i i i i iz z+ + +ψ = ψ , (8.38) 

 * *
, 1 1 1 , 11 / ( ) 1 / ( )i i i i i i i im z m z+ + + +′ ′⋅ ψ = ⋅ ψ , (8.39) 

 

äå øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ ïî z. 

Ç óðàõóâàííÿì (8.36) òà (8.37) ð³âíÿííÿ (8.38) òà (8.39) ìîæíà 
çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³: 
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Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè (8.40) íà 
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ñïðàâà, îòðèìàºìî: 
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M  – ìàòðèöÿ 

ïåðåäà÷³ åëåêòðîííèõ õâèëü (àáî ïðîñòî M-ìàòðèöÿ), ùî âèðàæàº 
àìïë³òóäè åëåêòðîííèõ õâèëü ó (i + 1)-ìó øàð³ ÷åðåç àìïë³òóäè ó 
i -ìó øàð³. 

Íà â³äì³íó â³ä ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ åëåêòðîìàãí³òíèõ õâèëü öÿ 
ìàòðèöÿ ïîâ’ÿçóº àìïë³òóäè ïàäàþ÷èõ òà â³äáèòèõ õâèëü (Ai(i+1), 

Bi(i+1)), à íå ñàì³ õâèë³ ( ( 1)i i
→

+ψ , ( 1)i i
←

+ψ ). Îäíàê M-ìàòðèö³ ìîæíà ââåñòè ³ 

ó ñïîñ³á, âëàñòèâèé äëÿ åëåêòðîäèíàì³êè ³ öå íå âïëèíå íà ê³íöåâèé 



ðåçóëüòàò; ìè æ êîðèñòóºìîñÿ çàãàëüíîïðèéíÿòèì ñïîñîáîì, ÿêèé äî 
òîãî æ ââîäèòüñÿ ïðèðîäíî. 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îòðèìàòè ð³âíÿííÿ, ùî ïîâ’ÿçóº â³äïîâ³äí³ 
àìïë³òóäè â (i – 1)-ìó òà i -ìó øàð³: 
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M  (8.42). 

 

Êîðèñòóþ÷èñü (8.41) òà (8.42), ìîæíà âèðàçèòè [Ai+1, Bi+1]
Ò ÷åðåç 

[Ai-1, Bi-1]
Ò: 
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ùî º âèðàçîì âëàñòèâîñò³ M-ìàòðèöü, ùî çâåòüñÿ 

«ìóëüòèïë³êàòèâí³ñòü». Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âêàçàíà 
âëàñòèâ³ñòü T-ìàòðèöü äîçâîëÿº âèðàçèòè àìïë³òóäè ïàäàþ÷èõ òà 
â³äáèòèõ õâèëü ó ë³âîìó ðåçåðâóàð³ ÷åðåç àíàëîã³÷í³ âåëè÷èíè 
ïðàâîãî ðåçåðâóàðó: 
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= ∏M M  º øóêàíîþ ìàòðèöåþ ïåðåäà÷³ óñ³º¿ êâàíòîâî¿ 

ñèñòåìè. 



Çà äîïîìîãîþ 
âêàçàíîãî ìåòîäó äëÿ 
ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî 
ä³îäó (ðèñ. 8.6) ðîçðàõîâàíî 
êîåô³ö³ºíò ïåðåäà÷³ ÷åðåç 
éîãî äâîáàð’ºðíó êâàíòîâó 
ñèñòåìó (ÄÁÊÑ) òà éîãî 
ÂÀÕ – ðèñ. 8.7 òà ðèñ. 8.8, à 
òàêîæ êîåô³ö³ºíò ïåðåäà÷³ 
÷åðåç áàãàòîáàð’ºðí³ 
êâàíòîâ³ ñèñòåìè – ðèñ. 8.9. 

Ìîäåëüíèé ÐÒÄ 
ñêëàäàºòüñÿ ç áàð’ºð³â 
øèðèíîþ b = 1.7 íì òà ÿìè 
øèðèíîþ à = 4.5 íì. 
Áàð’ºðè ñêëàäàþòüñÿ ç ÷èñòîãî AlAs, ÿìà – ç ÷èñòîãî GaAs. 
Ââàæàëîñÿ, ùî â³äíîñí³ åôåêòèâí³ ìàñè ìàþòü çíà÷åííÿ: 
mAlAs = 0.15, mGaAs = 0.067. Ðîçðèâ çîíè ïðîâ³äíîñò³ ó ì³ñö³ êîíòàêòó 
U0 = 1 åÂ. Êîíöåíòðàö³ÿ äîíîðíèõ äîì³øîê ó ðåçåðâóàðàõ 
Nä = 2.5·10

24 ì-3. Çàëåæí³ñòü ïîêàçàíà äëÿ ê³ëüêîõ çíà÷åíü íàïðóãè; 
ïðè öüîìó ðåàëüíå ïàä³ííÿ íàïðóãè àïðîêñèìóâàëîñÿ ó â³äïîâ³äíîñò³ 
ç ðèñ. 8.5, à. 

Íà ðèñ. 8.7 ïîêàçàíà çàëåæí³ñòü T(Ez) äëÿ îäíî- äâî- òðè- òà 
÷îòèðèáàð’ºðíî¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè çà â³äñóòíîñò³ çì³ùåííÿ. Ïðè 
öüîìó øèðèíà ÿì òà áàð’ºð³â áðàëàñÿ òàêîþ æ, ÿê ³ äëÿ 
ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó. 
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Ðèñ. 8.6. Ïàðàìåòðè ìîäåëüíîãî ÐÒÄ 



 

Ðèñ. 8.7. Êîåô³ö³ºíò ïåðåäà÷³ ÐÒÄ, ðîçðàõîâàíèé ìåòîäîì ìàòðèöü ïåðåäà÷³ 

 

 

 

Ðèñ. 8.8. Âîëüò-àìïåðíà õàðàêòåðèñòèêà ÐÒÄ äëÿ ð³çíèõ òåìïåðàòóð, ðîçðàõîâàíà çà 

ôîðìóëîþ Öó-Åñàê³ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ìàòðèöü ïåðåäà÷³ 

 

8.3.2. Âèêîðèñòàííÿ ëîðåíöåâî¿ ìîäåëüíî¿ ôóíêö³¿ (ëèøå ÐÒÄ) 

 

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, âèêîðèñòàííÿ ìàòðèöü ïåðåäà÷³ íà 
ïðàêòèö³ ïîòðåáóº ÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿, à ìíîæåííÿ ï’ÿòè ìàòðèöü 
ïåðåäà÷³ ïðèçâîäèòü äî ñêëàäíîãî ç òî÷êè çîðó ìîæëèâîñò³ 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-15

-10

-5

0

E
z

, åÂ

 

 

lo
g
 (
T
)

 V = 0

 V = 0.1 Â

 V = 0.2 Â

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

1

2

3

4

5
x 10

8

V, Â

J
, 
A

/
ì
2

 

 

 77 K.

300 K.

500 Ê.



ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó âèðàçó äëÿ êîåô³ö³ºíòó ïåðåäà÷³, õî÷à òàê³ 
ñïðîáè çä³éñíþâàëèñÿ [8.15]. 

ßê ïîÿñíèòè ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà 
ïðîõîäæåííÿ äëÿ ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî ä³îäó (ðèñ. 8.7)? 
Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ñïåö³àëüíî äëÿ ÐÒÄ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ 
ôóíêö³ÿìè, ñóïåðïîçèö³ÿ ÿêèõ çàäîâ³ëüíî àïðîêñèìóº ðåçîíàíñíèé 
õàðàêòåð çàëåæíîñò³ T(Ez). Íàçèâàþòüñÿ âîíè ôóíêö³ÿìè 
ëîðåíöîâîãî òèïó, ³ îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ: 
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. (8.43) 

 

äå 
i

Γ  – öå âåëè÷èíà ðîçøèðåííÿ ðåçîíàíñíîãî ð³âíÿ, ÿêå 

îáóìîâëåíå ïðèíöèïîì íåâèçíà÷åíîñò³ Ãåéçåíáåðãà äëÿ åíåðã³¿; Ei – 
ïîëîæåííÿ i-ãî ìåòàñòàá³ëüíîãî ðåçîíàíñíîãî ð³âíÿ â êâàíòîâ³é ÿì³. 

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Ti(Ei) = 1, à ïðè z i i
E E− >> Γ  Ti(Ei) → 0, òîáòî öÿ 

ôóíêö³ÿ îïèñóº äåÿêó ðåçîíàíñíó çàëåæí³ñòü. 

²íîä³ ôîðìóëó (8.43) òàêîæ íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Áðåéòà-
Â³ãíåðà; âîíà âïåðøå áóëà îòðèìàíà òà âèêîðèñòàíà äëÿ îïèñó 
ïðîöåñ³â ðåçîíàíñíîãî ðîçñ³þâàííÿ íåéòðîí³â íà àòîìíèõ ÿäðàõ. Äëÿ 
òðèâèì³ðíîãî ñôåðè÷íîãî ïîòåíö³àëüíîãî áàð’ºðó îäíà ç ôîðì ö³º¿ 
ôîðìóëè âèâîäèòüñÿ, íàïðèêëàä, ó [8.11, ñ. 426] 

 



 

Ðèñ. 8.9. Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ äëÿ îäíî-, äâî-, òðè- òà 

÷îòèðèáàð’ºðíî¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè çà â³äñóòíîñò³ çì³ùåííÿ, ðîçðàõîâàí³ ìåòîäîì 

ìàòðèöü ïåðåäà÷³ 

 

Ó êâàíòîâ³é òåîð³¿ çáóðåíü îñîáëèâå ì³ñöå çàéìàº çàäà÷à, êîëè 
çáóðåííÿ ìàëå, îäíàê éîãî âèä òàêèé, ùî ñïåêòð êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ç 
äèñêðåòíîãî ñòàº íåïåðåðâíèì [8.8, ñ. 202], [8.11, c. 284]. Òàêà çàäà÷à 
âèíèêàº, êîëè â ÿêîñò³ íåçáóðåíî¿ ñèñòåìè ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿìà, 
îòî÷åíà íåñê³í÷åííî øèðîêèìè ïîòåíö³àëüíèìè áàð’ºðàìè 
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(ðèñ. 8.8, à), à ó ÿêîñò³ çáóðåíî¿ – ñèñòåìà, ÿêà îòî÷åíà äîñòàòíüî 
øèðîêèìè áàð’ºðàìè ñê³í÷åííî¿ øèðèíè5 (ðèñ. 8.8, á). 

 

 

 

Ðèñ. 8.10. Òåîð³ÿ çáóðåíü äëÿ äâîáàð’ºðíî¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè: à) íåçáóðåíà 

ñèñòåìà (øèðèíà áàð’ºð³â íåñê³í÷åííà); á) çáóðåíà ñèñòåìà (øèðèíà áàð’ºð³â 

ñê³í÷åííà) 

 

Ó ñèñòåì³, ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.8, à ïðè åíåðã³¿, ùî ìåíøà 
çà âèñîòó áàð’ºðà, ñïåêòð åíåðã³¿ åëåêòðîíà äèñêðåòíèé. Ãîâîðÿòü, 
ùî â òàê³é ñèòóàö³¿ åëåêòðîí ëîêàë³çîâàíèé ó êâàíòîâ³é ÿì³; òîìó 
éìîâ³ðí³ñòü çíàéòè éîãî íà íåñê³í÷åíîñò³ äîð³âíþº íóëþ; åëåêòðîíè 
ìàþòü ô³êñîâàíó åíåðã³þ çã³äíî ç ïðèíöèïîì íåâèçíà÷åíîñò³ 
Ãåéçåíáåðãà äëÿ åíåðã³¿ [8.8, c. 202]: 

 

 ~E t∆ ∆ h , (8.44) 

 

îñê³ëüêè åëåêòðîí ïåðåáóâàº â êâàíòîâ³é ÿì³ íåñê³í÷åííî äîâãî 

(∆t = ∞). 

Ñèòóàö³ÿ ïðèíöèïîâî çì³íþºòüñÿ, ÿêùî áàð’ºðè ìàþòü 
ñê³í÷åííó øèðèíó. ßêùî åëåêòðîí â ìîìåíò ÷àñó t = 0 çíàõîäèâñÿ ó 
êâàíòîâ³é ÿì³ íà îäíîìó ç äèñêðåòíèõ ð³âí³â Ei (ðèñ. 8.7,á), òî ç 
÷àñîì éìîâ³ðí³ñòü éîãî çíàéòè â í³é çìåíøóºòüñÿ, îñê³ëüêè çà 
ðàõóíîê òóíåëüíîãî åôåêòó â³í ìîæå ïðîéòè ÷åðåç îäèí ç áàð’ºð³â 

òà, ÿê ãîâîðÿòü, ï³òè íà íåñê³í÷åí³ñòü. À ïðè t → ∞ öÿ éìîâ³ðí³ñòü 
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 íàñò³ëüêè øèðîêèìè, ùîá çáóðåííÿ ìîæíà áóëî ââàæàòè ìàëèì. Äëÿ 

ðåçîíàíñíî-òóíåëüíèõ ä³îä³â, ùî ìàþòü á³ëüø-ìåíø ÿê³ñí³ åëåêòðè÷í³ 
õàðàêòåðèñòèêè, öå çàâæäè âèêîíóºòüñÿ. 



áóäå íóëüîâîþ. Òàê³ ìàéæå ñòàá³ëüí³ ð³âí³ åíåðã³¿ íàçèâàþòü 
ìåòàñòàá³ëüíèìè, à ñåðåäí³é ÷àñ çíàõîäæåííÿ åëåêòðîíà ó 
êâàíòîâ³é ÿì³ t∆  íàçèâàþòü ÷àñîì æèòòÿ äàíîãî ìåòàñòàá³ëüíîãî 
ñòàíó. Öåé ÷àñ ³ ìîæíà íàáëèæåíî ââàæàòè ò³ºþ íåâèçíà÷åí³ñòþ, ùî 
³ñíóº ïðè âèçíà÷åíí³ åíåðã³¿ åëåêòðîíà, ÿêà çã³äíî (8.40) ñòàíîâèòü: 

 

~ /E t∆ ∆h . 

 

Öå îçíà÷àº, ùî äèñêðåòíèé ð³âåíü åíåðã³¿ «ðîçìèâàºòüñÿ». 

Ïðîòå ÿêùî âåëè÷èíà ∆E çíà÷íî ìåíøà çà â³äñòàíü ì³æ 
äèñêðåòíèìè ð³âíÿìè, òî éìîâ³ðí³ñòü çíàéòè åëåêòðîí ó êâàíòîâ³é 

ÿì³ ïîáëèçó ð³âí³â ç åíåðã³ºþ Ei ± ∆E çíà÷íî á³ëüøà çà éìîâ³ðí³ñòü 
çíàéòè éîãî òàì çà ³íøèõ åíåðã³é.  

Ïàðàìåòð Ei â ôîðìóë³ (8.43) – öå ïîëîæåííÿ äèñêðåòíèõ 
ð³âí³â, ³ âîíè ñï³âïàäàþòü ç öåíòðàìè â³äïîâ³äíèõ ìåòàñòàá³ëüíèõ 
ð³âí³â. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ Ei íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè 
çàäà÷ó íà âëàñí³ åíåðã³¿ äëÿ íåçáóðåíî¿ ñèñòåìè (ðèñ. 8.7, à) â îáëàñò³ 
äèñêðåòíîãî ñïåêòðó. 

Ïðè Ez = Ei ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíîì äâîáàð’ºðíî¿ 
ïîòåíö³àëüíî¿ ÿìè – öå äîñòîâ³ðíà ïîä³ÿ (éìîâ³ðí³ñòü 100%). Òàêèì 
÷èíîì, ìàêñèìóìè êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ ñï³âïàäàþòü ç 
öåíòðàìè ìåòàñòàá³ëüíèõ ð³âí³â. Íàâåäåíà ð³âí³ñòü íàçèâàºòüñÿ 
óìîâîþ ðåçîíàíñó, òà ìîæå áóòè âèòëóìà÷åíà íà òðàäèö³éíèé ëàä 
íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðåçîíàíñ – öå ÿâèùå, ùî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ, êîëè 

âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàííÿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè 
0
� /

i
Eω = h  ñï³âïàäàº ç 

÷àñòîòîþ õâèë³ äå Áðîéëÿ 
çîâí

� /
z
Eω = h . Êîëè ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü 

åëåêòðîí³â ìàþòü ïîïåðå÷íó ñêëàäîâó åíåðã³¿ Ez, ùî áëèçüê³ äî 
ðåçîíàíñíî¿, íà âîëüò-àìïåðí³é õàðàêòåðèñòèö³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
ìàêñèìóì – ï³ê (äèâ. ðèñ. 8.6). Çíà÷åííÿ íàïðóãè òà ñòðóìó, ùî 
â³äïîâ³äàþòü âêàçàí³é óìîâ³, íàçèâàºòüñÿ ï³êîâèìè. ßêùî 
åëåêòðîííèé êîëåêòèâ â åì³òåð³ âèðîäæåíèé, òî ï³êîâîþ º ïðèáëèçíî 
òà íàïðóãà, çà ÿêî¿ ð³âåíü Ôåðì³ â åì³òåð³ ñï³âïàäàº ç ïîëîæåííÿì 
ðåçîíàíñíîãî ð³âíÿ â êâàíòîâ³é ÿì³. Ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ 
íàïðóãè ðåçîíàíñíèé ð³âåíü îïóñêàºòüñÿ íèæ÷å äíà çîíè ïðîâ³äíîñò³ 
òàê, ùî ïîïåðå÷íà ñêëàäîâà åíåðã³¿ îñíîâíî¿ ÷àñòèíè åëåêòðîí³â 
â³ääàëÿºòüñÿ â³ä óìîâè ðåçîíàíñó; ñòðóì ð³çêî çìåíøóºòüñÿ. 



Îñê³ëüêè â êâàíòîâ³é ÿì³ ìîæóòü áóòè âèù³ ð³âí³, à òàêîæ ìîæëèâå 
íàäáàð’ºðíå ïðîõîäæåííÿ, òî çà ï³êîì ñë³äóº ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ 
ñòðóìó – äîëèíà, à ïîò³ì ñòðóì çíîâó ïî÷èíàº çðîñòàòè. Ê³ëüê³ñòü 
ï³ê³â íà ÂÀÕ ÐÒÄ, ÿê ëåãêî çäîãàäàòèñÿ, ð³âíà ê³ëüêîñò³ ð³âí³â ó 
êâàíòîâ³é ÿì³. 

Âåëè÷èíà Ãi – öå òàê çâàíà øèðèíà i-ãî ìåòàñòàá³ëüíîãî ð³âíÿ. 

¯¿ íàçèâàþòü «ïðèðîäí³ì ðîçøèðåííÿì» â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿ; âîíî 
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê: 

 

 
i

i

Γ =
τ
h
, (8.45) 

 

äå iτ  – öå ñåðåäí³é ÷àñ æèòòÿ äàíîãî ìåòàñòàá³ëüíîãî ñòàíó. 

Âåëè÷èíà Ãi ìàº íàñòóïíèé ô³çè÷íèé çì³ñò. Äëÿ ñèñòåìè, 
êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ ÿêî¿ îïèñóºòüñÿ ëîðåíöåâîþ ôóíêö³ºþ, 
÷àñòêà åëåêòðîí³â, ùî ïðîéøëà ÷åðåç ñèñòåìó â ä³àïàçîí³ Ãi ç 

öåíòîì â Ez = Ei áóäå ñêëàäàòè 1 / 2 0.707≈  â³ä çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ 

åëåêòðîí³â, ùî ïðîéøëè ÷åðåç ÄÁÊÑ ïðè áóäü-ÿêèõ åíåðã³ÿõ (çà 
óìîâè ÿêùî ðîçïîä³ë åëåêòðîí³â çà åíåðã³ÿìè ð³âíîì³ðíèé). Óìîâíî 

êàæó÷è «â³êíî ïðîçîðîñò³» êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ìàº ïîðÿäîê Ãi. 

Ïðè êîæíîìó â³äáèòò³ â³ä i-ãî áàð’ºðó ÷àñòêà 1
i i

T R= −  

åëåêòðîííî¿ õâèë³ «âèò³êàº» ç ÿìè. ×àñòîòà ç³òêíåíü åëåêòðîíà ç 

áàð’ºðàìè νi ïðèáëèçíî äîð³âíþº: 2a/vi, äå vi – öå øâèäê³ñòü ðóõó 

åëåêòðîíà íà i-ìó ìåòàñòàá³ëüíîìó ð³âí³; *
2 /

i i
v E m= ; a – øèðèíà 

êâàíòîâî¿ ÿìè. Éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ïðè ç³òêíåíí³ ç áàð’ºðîì 

åëåêòðîí ïîêèíå êâàíòîâó ÿìó ñêëàäàº (1)

i
T  äëÿ ë³âîãî òà (2)

i
T  äëÿ 

ïðàâîãî áàð’ºðó. Âêàçàí³ îö³íêè ñïðàâåäëèâ³ çà, óìîâè (1)
1

i
T << , 

(2)
1

i
T << ; òîä³ âåëè÷èíó τi  ìîæíà íàáëèæåíî ðîçðàõóâàòè çà 

ôîðìóëîþ: 

 



 
(1) (2)

2 1

i

i i i

a

T T

 
τ =  ν + 

. (8.46) 

 

ßêùî â êâàíòîâ³é ÿì³ ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî ä³îäó çíàõîäèòüñÿ 
N ìåòàñòàá³ëüíèõ ð³âí³â åíåðã³¿, òî ôóíêö³ÿ T(Ez) ìîæå áóòè 
àïðîêñèìîâàíà ñóìîþ ôóíêö³é ëîðåíöåâîãî òèïó: 

 

 
2

2 2

1

( )
4( )

N

i

z

i i z i

T E
E E=

Γ=
Γ + −∑ . (8.47) 

 

ßêùî â êâàíòîâ³é ÿì³ ³ñíóþòü ³íø³ ìåõàí³çìè, ùî äîçâîëÿþòü 
åëåêòðîíó ïîêèíóòè äàíèé åíåðãåòè÷íèé ð³âåíü, íàïðèêëàä ïðîöåñè 
ðîçñ³þâàííÿ, òî â ðàìêàõ ëîðåíöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ ¿õ òåæ ìîæíà 
âðàõóâàòè. Íåõàé ñóìàðíèé ÷àñ ðåëàêñàö³¿ ïî âñ³ì ìåõàí³çìàì 

ðåëàêñàö³¿ äîð³âíþº τp, ³ âèçíà÷àºòüñÿ çâè÷àéíèì ÷èíîì: 

 

1 /
p n

n

τ = λ∑ , 

 

äå λn – ÷àñòîòè n-ãî âèäó ðîçñ³þâàííÿ. Ç ÷àñîì τp òàê ñàìî, ÿê ³ ç 
÷àñîì τi ìîæíà ïîâ’ÿçàòè äîäàòêîâå ðîçøèðåííÿ ìàòåñòàá³ëüíîãî 
ð³âíÿ: 

 

 
p

p

Γ =
τ
h
, (8.48) 

 

ÿêå çâåòüñÿ «ðåëàêñàö³éíèì». 

Ïî àíàëîã³¿ ç ðåçîíàòîðîì Ôàáð³-Ïåðî [8.16] àáî ñë³äóþ÷è 
êâàíòîâ³é òåîð³¿ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè âðàõóâàíí³ ðîçñ³þâàííÿ 
ôîðìóëó (8.43) ìîæíà óòî÷íèòè ³ îòðèìàòè: 



 

 
2

2 2

1 ,

( )
4( )

N

i

z

i i z i

T E
E E= ∑

Γ=
Γ + −∑ , (8.49) 

 

äå ÃΣ,i = ÃΣ + Ãp – ñóìàðíå ðîçøèðåííÿ i-ãî åíåðãåòè÷íîãî ð³âíÿ. 

 

8.3.3. Íàï³âàíàë³òè÷íà ñïðîùåíà ìîäåëü ÐÒÄ 

 

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (8.49) òà ôîðìóëè Öó-Åñàê³ (8.23) 
ìîæíà ïîáóäóâàòè ñïðîùåíó àíàë³òè÷íó ìîäåëü ðåçîíàíñíî-
òóíåëüíîãî ä³îäó, ÿê îïèñàíî â [8.17]6. ¯¿ ïåðåâàãàìè º ïðîñòîòà òà 
³íòó¿òèâíî çðîçóì³ëèé çì³ñò âåëè÷èí, ùî îá÷èñëþþòüñÿ íà øëÿõó 
îòðèìàííÿ ÂÀÕ, à òàêîæ ÷àñòêîâà àíàë³òè÷í³ñòü. Öèõ ðèñ íå ìàþòü 
á³ëüø òî÷í³ ÷èñåëüí³ ìîäåë³. 

Âèõîäÿ÷è ç ðîçä. 8.3.2, çàâäàííÿ ç³ çíàõîäæåííÿ çàëåæíîñò³ 
J(V) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíèõ êðîê³â: 

1. Ïîøóê ñóìàðíî¿ ê³ëüêîñò³ òà åíåðã³¿ äèñêðåòíèõ ð³âí³â åíåðã³¿ 
N, ïîâí³ñòþ íåõòóþ÷è ìîæëèâ³ñòþ ðîçïàäó åëåêòðîííèõ ñòàí³â 
ó êâàíòîâ³é ÿì³ (òîáòî çàäà÷à íà âëàñí³ åíåðã³¿ äëÿ 
ïîòåíö³àëüíîãî ðåëüºôó ç ðèñ. 8.8, à) 

2. Ïîøóê êîåô³ö³ºíò³â ïðîõîäæåííÿ äëÿ êîæíîãî ç äâîõ 
ïîòåíö³àëüíèõ áàð’ºð³â, T(1) òà T(2). 

3. Ïîøóê âåëè÷èí «ïðèðîäíîãî» òà «ðåëàêñàö³éíîãî» ðîçøèðåííÿ 
ìåòàñòàá³ëüíèõ åíåðãåòè÷íèõ ð³âí³â â êâàíòîâ³é ÿì³ çà 
ôîðìóëàìè (8.45) òà (8.48). 

4. Âèêîðèñòàííÿ ðîçðàõîâàíèõ âåëè÷èí äëÿ îòðèìàííÿ ÂÀÕ ç 
ôîðìóëè Öó-Åñàê³ (8.23). 

Çíàéòè ê³ëüê³ñòü òà åíåðã³þ äèñêðåòíèõ ð³âí³â ó êâàíòîâ³é ÿì³, 
îòî÷åí³é íåñê³í÷åííî øèðîêèìè áàð’ºðàìè (ðèñ. 8.8, à), ìîæíà, 
ðîçâ’ÿçàâøè â³äïîâ³äíó êâàç³êâàíòîâîìåõàí³÷íó çàäà÷ó, ÿêà ëèøå 
íåíàáàãàòî ñêëàäí³øà í³æ òà, ùî ðîçãëÿíóòà â [8.8, ñ. 93]. 

Ðîçðàõóíêè äîçâîëÿþòü îòðèìàòè íàñòóïí³ ôîðìóëè [8.18]. 
Ê³ëüê³ñòü ìåòàñòàá³ëüíèõ ð³âí³â ó êâàíòîâ³é ÿì³: 
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 Ó âêàçàí³é ðîáîò³ íå âðàõîâóâàëàñÿ â³äì³íí³ñòü åôåêòèâíèõ ìàñ ó áàð’ºð³ òà 

ÿì³ 



 

 
0 0 0

2 2
1 1

b b w
m m m

N
m m

   
= + = ⋅ +   πγ πγ    

, (8.50) 

 

äå [x] ïîçíà÷àº ö³ëó ÷àñòèíó x; 

m0, mw, mb – ìàññà ñïîêîþ åëåêòðîíà òà åôåêòèâí³ ìàñè åëåêòðîíà â 
ÿì³ òà áàð’ºð³; 

2

2

2

2

w
m Ua

γ = h
, 

2

2

0 2

0

2

m Ua
γ = h

; U – âèñîòà ïîòåíö³àëüíîãî áàð’ºðó, a – 

øèðèíà ÿìè. 

Âëàñí³ åíåðã³¿ åëåêòðîíà â êâàíòîâ³é ÿì³ ìîæóòü áóòè çíàéäåí³ 
ç òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ: 

 

 1 1

2 2

1
( 1) cos ( 1) ( 1)

2 1
1 1

n n

w

b

n

m

m

+ +π − − − ξ = − 
   + − γ ξ 

, (8.51) 

 

äå 

 

 / 2kaξ = , 2
w

k m E= h . (8.52) 

 

Ïðè mw = mb ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (8.51) º ð³âíÿííÿì 

ïðÿìî¿: f(ξ) = ±γξ, (ÿêùî æ mw ≠ mb, òî öå áóäóòü äåÿê³ êðèâ³, ùî 
âèõîäÿòü ç òî÷êè (0;0)), ë³âà – â çàëåæíîñò³ â³ä ïàðíîñò³ n – ñèíóñîì 
àáî êîñèíóñîì. Òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ çãàäàíèõ ôóíêö³é º øóêàíèìè 

i
ξ , ÿêèì â³äïîâ³äàþòü øóêàí³ Ei. çã³äíî (8.52). Îäèí ³ç ìîæëèâèõ 

ñïîñîá³â ãðàô³÷íîãî ðîçâ’ÿçêó (8.51) ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.11. 

Êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç ïðÿìîêóòí³ ïîòåíö³àëüí³ 
áàð’ºðè ìîæíà ðîçðàõóâàòè, íàïðèêëàä, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì 



ìàòðèöü ïåðåäà÷³. Ôîðìóëà äëÿ åëåêòðîíà, ùî ìàº åíåðã³þ Ez = Ei 
ìàº âèãëÿä: 

 

2

2 2 2

4

( 1) sh 4

i

i

i i i

C
T

C b C
=

+ χ +
, 

 

äå b – øèðèíà áàð’ºðó, 

*

2

*

1

i

i

i

k m
C

m
= ⋅

χ
, *

2
i b i

k m E=h

, *

2 0
2 ( )

i i
m U Eχ = −h , U0 

– âèñîòà ïîòåíö³àëüíîãî áàð’ºðó. 

Â íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó ìîæíà çíåõòóâàòè çàëåæí³ñòþ T1(2) 
â³ä ïðèêëàäåíî¿ äî ÄÁÊÑ íàïðóãè V, ³ ââàæàòè, ùî ï³ä âïëèâîì 

íàïðóãè ð³âí³ åíåðã³¿ «îïóñêàþòüñÿ» íà âåëè÷èíó eV / 2: 

 

e
( ) (0)

2i i

V
E V E= − . 

 

Ï³ñëÿ òîãî ÿê ïðè åíåðã³ÿõ Ei ïðîíèêíîñò³ ë³âîãî òà ïðàâîãî 

áàð’ºð³â (1)
iT  òà (2)

iT çíàéäåíî, ïðèðîäíå ðîçøèðåííÿ i-ãî ðåçîíàíñíîãî 

ð³âíÿ iτ  ìîæíà âèçíà÷èòè ç ð³âíÿííÿ (8.45). 

Íàéá³ëüø ñóòòºâèì ìåõàí³çìîì ðîçñ³þâàííÿ â GaAs çà 
ê³ìíàòíî¿ òåìïåðàòóðè º ïîëÿðíå îïòè÷íå ðîçñ³þâàííÿ. Íàáëèæåíî 
ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷àñ ðåëàêñàö³¿ ³ìïóëüñó â êâàíòîâ³é ÿì³ 
ñï³âïàäàº ç ÷àñîì ðåëàêñàö³¿ â òðèâèì³ðíîìó íàï³âïðîâ³äíèêó, ÿêèé 
âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [8.19, ñ. 71]: 
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, (8.53) 

 

 

Ðèñ. 8.11. Ïîêàçàí³ ïåðåòèíó êðèâèõ f(ξξξξ) òà êðèâèõ 
sin(ξξξξ) ÷è cos(ξξξξ) – êîðåí³ ð³âíÿííÿ (8.46) 



äå α  ïîëÿðíà ñòàëà äëÿ GaAs; 
Б

2k
ot
T

ω= h
; 0K  – ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ 

íóëüîâîãî ïîðÿäêó äðóãîãî ðîäó. 

Çà íóëüîâîãî çì³ùåííÿ ñóïåðïîçèö³ÿ ëîðåíöåâèõ ôóíêö³é º 
õîðîøîþ àïðîêñèìàö³ºþ ðåàëüíî¿ ôóíêö³¿ ïðîõîäæåííÿ îñîáëèâî 
äëÿ íèçüêèõ åíåðãåòè÷íèõ ð³âí³â, ïðî ùî ñâ³ä÷èòü ðèñ. 8.12, äå íà 
îäíîìó ãðàô³êó çîáðàæåíî T(Ez), ùî ðîçðàõîâàíà ìåòîäîì ìàòðèöü 
ïåðåäà÷³ (òî÷íî), òà T(Ez), ðîçðàõîâàíó ó â³äïîâ³äíîñò³ ç (8.47) äëÿ 
âñå ò³º¿ æ ñòðóêòóðè ç ðèñ. 8.6. Äëÿ âèùèõ åíåðãåòè÷íèõ ð³âí³â 
(äðóãèé ï³ê íà ðèñ. 8.12) àïðîêñèìàö³ÿ ìåíø òî÷íà, îñê³ëüêè äëÿ 
çíà÷åííÿ åíåðã³¿ Ez = E2 óìîâà äëÿ ïðîíèêíîñò³ áàð’ºð³â T

 (i) << 1 
âèêîíóºòüñÿ ã³ðøå. 

 

 

 

Ðèñ. 8.12. Àïðîêñèìàö³ÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ ÐÒÄ T(E
z
) ëîðåíöåâèìè 

ìîäåëüíèìè ôóíêö³ÿìè (8.46) 

 

Îäíà ç ïðîáëåì, ÿêó äîâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè ïðè ïðîåêòóâàíí³ 
ðåçîíàíñíî-òóíåëüíèõ ä³îä³â ïîëÿãàº ó ìàë³é êîíòðàñòíîñò³7 âîëüò-
àìïåðíèõ õàðàêòåðèñòèê. Çà íàéá³ëüø ðîçïîâñþäæåíîþ òî÷êîþ çîðó 
ïðè÷èíà ïîëÿãàº ó íàÿâíîñò³ ðîçñ³þâàííÿ åëåêòðîí³â, òîìó 
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 êîíòðàñòí³ñòü – öå âåëè÷èíà, ùî äîð³âíþº â³äíîøåííþ ï³êîâîãî ñòðóìó äî 

ñòðóìó â äîëèí³ ÐÒÄ 
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T(E
z
), ñóìà Ëîðåíöåâèõ ôóíêö³é (47)

T
(1)
(E

z
), T

(1)
(E

z
), Ëîðåíöåâ³ ôóíêö³¿ (43)

T(E
z
), ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³ (28)



ìîäåëþâàííÿ, ÿêå íå âðàõîâóº ðîçñ³þâàííÿ â ÿì³, äàº çíà÷íî 
çàíèæåíå çíà÷åííÿ ñòðóìó â äîëèí³ ÐÒÄ. 

Íåïðóæíå ðîçñ³þâàííÿ â ÿì³ ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî ä³îäó 
ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî åëåêòðîí ç åíåðã³ºþ, ùî äîð³âíþº 
ðåçîíàíñí³é (Ez = Ei), ìàº ñê³í÷åííó éìîâ³ðí³ñòü çì³íèòè ñâîþ 
åíåðã³þ çà ðàõóíîê âçàºìîä³¿ ç ïîëÿðíèìè îïòè÷íèìè ôîíîíàìè, ÿê³ 
â GaAs ìàþòü åíåðã³þ 36ω ≈h  ìåÂ. Øèðèíà ð³âí³â ìîäåëüíîãî ÐÒÄ 

(ðèñ. 8.6) ñêëàäàº: Ã1 ≈ 0.37 ìåÂ, Ã2 ≈ 8.7 ìåÂ. Òàêèì ÷èíîì, àêò 
íåïðóæíîãî ðîçñ³þâàííÿ â ñåðåäíüîìó â³äïðàâëÿº åëåêòðîí â 

ä³àïàçîí åíåðã³é, äëÿ ÿêîãî éìîâ³ðí³ñòü ïðîõîäæåííÿ áóëà T(Ez) → 0, 
ï³äâèùóþ÷è éìîâ³ðí³ñòü òóíåëþâàííÿ åëåêòðîí³â, ùî çíàõîäÿòüñÿ 
äîñèòü äàëåêî â³ä ðåçîíàíñó. Â òîé æå ÷àñ éìîâ³ðí³ñòü ïðîõîäæåííÿ 
åëåêòðîíîì êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ïðè áëèçüê³é äî ðåçîíàíñíî¿ åíåðã³¿ 
ïàäàº, ³ íàâ³òü ïðè Ez = Ei íå äîð³âíþº îäèíèö³. Ïðîöåñè ðîçñ³þâàííÿ 
ïðèçâîäÿòü äî ðåëàêñàö³éíîãî ðîçøèðåííÿ ð³âíÿ, øèðèíà ÿêîãî 
ñêëàäàº Ãð,íà äîäà÷ó äî ïðèðîäíîãî ðîçøèðåííÿ êîæíîãî i-ãî ð³âíÿ, 
Ãi. 

Çì³íó ôîðìè T(Ez) ïî àíàëîã³¿ ç çàòóõàííÿì åëåêòðîìàãí³òíî¿ 
õâèë³ ó ðåçîíàòîð³ Ôàðá³-Ïåðî [8.16] äîçâîëÿº âðàõóâàòè ôîðìóëà 
(8.49). Â³äì³òèìî, ùî òàêèé ï³äõ³ä º âíóòð³øíüî ñóïåðå÷ëèâèì, 
îñê³ëüêè ìåõàí³çì ðîçñ³þâàííÿ åëåêòðîíà íå ñóïðîâîäæóºòüñÿ 
çàòóõàííÿì õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ (ùî ìàº ì³ñöå äëÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ 
õâèë³). Îñòàííº îçíà÷àëî á ôàêòè÷íó àí³ã³ëÿö³þ ÷àñòèíè åëåêòðîí³â, 
ÿêà çâè÷àéíî æ íå ñïîñòåð³ãàòèñÿ â êâàíòîâ³é ÿì³; íàâïàêè – ìàº 
âèêîíóâàòèñÿ çàêîí íåïåðåðâíîñò³ ñòðóìó. 

Òàêîæ êðèòèö³ ï³ääàþòü âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó Ãð ÷àñó 
ðåëàêñàö³¿ ³ìïóëüñó. Çã³äíî êâàíòîâî¿ ñòàòèñòèêè º á³ëüøå ï³äñòàâ 
âèêîðèñòîâóâàòè â ö³é ðîë³ ÷àñ ðåëàêñàö³¿ ôàçè [8.20, 8.21]. 

Íåçâàæàþ÷è íà âêàçàí³ íåäîë³êè ôîðìóëà (8.49) äîçâîëÿº 
ìàêñèìàëüíî ïðîñòî âðàõóâàòè ðîçñ³þâàííÿ â ÿì³ ÐÒÄ. ×àñ 
ðåëàêñàö³¿ ³ìïóëüñó, áóäó÷è ðîçðàõîâàíèì çà ôîðìóëîþ (8.53), 
çá³ëüøóºòüñÿ ïðè ï³äâèùåíí³ òåìïåðàòóðè, ùî ïðèçâîäèòü äî 

çá³ëüøåííÿ Ãp, òîáòî äîäàòêîâîãî«ðîçìèòòÿ» ôóíêö³¿ T(Ez) – 
ðèñ. 8.13, ³, çðåøòîþ, ï³äâèùåííÿ ñòðóìó äîëèíè ÂÀÕ – ðèñ. 8.14. 

Öå êîðåëþºòüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ÂÀÕ, íà ÿêèõ ç 
ìîìåíòó ñòâîðåííÿ ïåðøèõ ÐÒÄ (1973 ð.) äî 1985 ð. íå âäàâàëîñÿ 



îòðèìàòè ä³ëÿíêè ç â³ä’ºìíîþ äèôåðåíö³àëüíîþ ïðîâ³äí³ñòþ ïðè 
ê³ìíàòí³é òåìïåðàòóð³. 

ßê áóëî çãàäàíî âèùå, äëÿ äðóãîãî åíåðãåòè÷íîãî ð³âíÿ 
ìîäåëüîâàíî¿ ñòðóêòóðè àïðîêñèìàö³ÿ ëîðåíöåâèìè ôóíêö³ÿìè äàº 
ñèëüíî çàâèùåí³ çíà÷åííÿ ïðîíèêíîñò³ äâîáàð’ºðíî¿ êâàíòîâî¿ 
ñèñòåìè (ðèñ. 8.12). Ç ö³º¿ ïðè÷èíè ñòðóì, ùî çóìîâëåíèé 
òóíåëþâàííÿì ÷åðåç äðóãèé ìåòàñòàá³ëüíèé ð³âåíü, ïåðåâèùóº 
òî÷íå çíà÷åííÿ, ùî ðîçðàõîâàíå ìåòîäîì ìàòðèöü ïåðåäà÷³8 
(ðèñ. 8.14). Çðîñòàííÿ ñòðóìó â äîëèí³ ÂÀÕ ä³éñíî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íà 
ïðàêòèö³. Îäíàê ñàìå â öüîìó âèïàäêó öå çðîñòàííÿ ïîâ’ÿçàíî ç 
ïîõèáêîþ àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³¿ T(Ez), à íå ç ïðîöåñàìè ðîçñ³þâàííÿ 
÷è õàîòèçàö³¿ ôàçè, ÿê³ ìè ïîêè ùî íå âðàõîâóâàëè. 

Âîëüò-àìïåðíà õàðàêòåðèñòèêà, ùî ðîçðàõîâóºòüñÿ ç 
çàëó÷åííÿì ëîðåíöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿, äåìîíñòðóº òðîõè âèù³ 
çíà÷åííÿ ñòðóìó, àí³æ ðîçðàõîâàíà ìåòîäîì ìàòðèöü ïåðåäà÷³. Öå 
ïîâ’ÿçàíî çíîâó æ òàêè ç á³ëüø ãðóáîþ àïðîêñèìàö³ºþ çì³íè 
ïîòåíö³àëüíîãî ðåëüºôó ï³ä ä³ºþ íàïðóãè çì³ùåííÿ V (ìè ïðîñòî 
ââàæàºìî, ùî äíî ïîòåíö³àëüíî¿ ÿìè ðàçîì ç ð³âíÿìè åíåðã³¿ â í³é 

«îïóñêàºòüñÿ» íà âåëè÷èíó eV/2). Òàêîæ á³ëüø³ çíà÷åííÿ ñòðóìó 
çóìîâëåí³ ïîõèáêîþ àïðîêñèìàö³¿ T(Ez) ó á³ê ï³äâèùåííÿ. Çíà÷åííÿ 
ï³êîâî¿ íàïðóãè âèÿâëÿºòüñÿ ìåíøèì çà ðîçðàõîâàíå ìåòîäîì 
ìàòðèöü ïåðåäà÷³ ÷åðåç ãðóá³øó àïðîêñèìàö³þ ïîòåíö³àëüíîãî 
ðåëüºôó. Â³äçíà÷èìî, ùî äëÿ âðàõóâàííÿ òîãî ôàêòó, ùî 
ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â ë³âîìó òà ïðàâîìó ðåçåðâóàð³ 
â³äð³çíÿºòüñÿ, ôóíêö³ÿ T(Ez), ùî âèêîðèñòîâóâàëñÿ äëÿ ïîáóäîâè 

ÂÀÕ (ðèñ. 8.14) äîìíîæóâàëàñÿ íà òàê çâàíèé «ê³íåìàòè÷íèé 

÷ëåí» [8.22]: 
2 1
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ÂÀÕ ÐÒÄ ïðè âðàõóâàíí³ ðîçñ³þâàííÿ çã³äíî (8.49) 
äåìîíñòðóº çìåíøåííÿ êîíòðàñòíîñò³ ç ï³äâèùåííÿì òåìïåðàòóðè 

(ðèñ. 8.15). Öå ïîâ’ÿçàíî ç³ çìåíøåííÿì ÷àñó ðåëàêñàö³¿ ³ìïóëüñó τp ç 
2.5 10-14 ñ ïðè Ò = 7 Ê äî 3.8 10-15 ñ ïðè ê³ìíàòí³é òåìïåðàòóð³, ùî 
ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ øèðèíè ðåëàêñàö³éíîãî ðîçøèðåííÿ 
ïåðøîãî ð³âíÿ Ãp ç 0.026 åÂ äî 0.17 åÂ. 
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 íàãàäàºìî: ìåòîä ëîðåíöåâî¿ ìîäåëüíî¿ ôóíêö³¿ íå º íîâèì ï³äõîäîì äî 

îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ ïåðåäà÷³ åëåêòðîí³â ÷åðåç ÄÁÊÑ T(Ez), à ëèøå ¿¿ 

àïðîêñèìàö³ºþ. Òîìó àäåêâàòí³ñòü öüîãî ìåòîäó â êðàùîìó âèïàäêó (ïðè 
àáñîëþòí³é òî÷íîñò³) òàêà æ ÿê àäåêâàòí³ñòü ìåòîäó ìàòðèöü ïåðåäà÷³ 



 

 

Ðèñ. 8.13. Âïëèâ òåìïåðàòóðè íà ôóíêö³þ T(E
z
) çã³äíî (8.49) äëÿ ñòðóêòóðè, 

çîáðàæåíî¿ íà ðèñ. 8.6 

 

 

Ðèñ. 8.14. Ðîçðàõîâàíà âîëüò-àìïåðíà õàðàêòåðèñòèêà ñòðóêòóðè, çîáðàæåíî¿ íà 

ðèñ. 8.6 çà òåìïåðàòóðè 300 Ê. Ðîçñ³þâàííÿ íå âðàõîâóºòüñÿ 
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ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³.

ëîðåíöåâà ìîäåëüíà ôóíêö³ÿ



 

Ðèñ. 8.15. Ðîçðàõîâàíà âîëüò-àìïåðíà õàðàêòåðèñòèêà ñòðóêòóðè, çîáðàæåíî¿ íà 

ðèñ. 8.6 çà ð³çíèõ òåìïåðàòóð ç âðàõóâàííÿì ðîçñ³þâàííÿ 

 

8.3.4. Ìåòîä ôóíêö³é Åéð³ 

 

Îïèñàí³ âèùå ìåòîäè äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè êîåô³ö³ºíò 
ïåðåäà÷³ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè â íàáëèæåíí³ ïëîñêèõ çîí. Á³ëüø 
êîðåêòíî ââàæàòè, ùî íàïðóãà âçäîâæ ñòðóêòóðè çì³íþºòüñÿ 
ë³í³éíî, ùî º íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì çà óìîâè íåõòóâàííÿ 
ïðîñòîðîâèì çàðÿäîì. Çà òàêèõ óìîâ êîåô³ö³ºíò ïåðåäà÷³ ìîæíà 
çíàéòè òàê çâàíèì ìåòîäîì ôóíêö³é Åéð³ [8.23, 8.24]. Öåé ìåòîä 
òàêîæ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ òåñòóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìîäåëåé òà â 
ÿêîñò³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ â ïðîöåñ³ ïîøóêó ñàìîóçãîäæåíîãî 
ïîòåíö³àëó. 

Ðîçãëÿíåìî éîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèö³ 
ïåðåäà÷³ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè, ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 8.5, â: òàêó ôîðìó 
ìàëà á çîíà ïðîâ³äíîñò³ ÐÒÄ, ÿêáè ïåðåðîçïîä³ëó çàðÿäó â íüîìó íå 
áóëî. 

Ó ïåðø³é òà ï’ÿò³é îáëàñòÿõ ñèñòåìè – öå ðåçåðâóàðè – ÿê ³ 
ðàí³øå ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ç åôåêòèâíîþ ìàñîþ º 
ñóïåðïîçèö³ÿ ïëîñêèõ õâèëü – ð³âíÿííÿ (8.24) òà (8.25). 

Ââàæàþ÷è ïàä³ííÿ íàïðóãè âçäîâæ âñ³º¿ êâàíòîâî¿ îáëàñò³ 
ð³âíîì³ðíèì, ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà äëÿ i-¿ îáëàñò³ (i = 2, 3 ,4) ìîæíà 
çàïèñàòè òàê: 
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ó ÿêîìó 
1

( )
( ) ( )i

i

eV U
U z z z

L

−= − , äå Ui – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 

åëåêòðîíà â ïîë³ êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè â Ã-äîëèí³ â i-ìó øàð³ 
(U2(4) = 0, U3 = 1 åÂ äëÿ AlAs/GaAs ÐÒÄ), L – äîâæèíà êâàíòîâî¿ 
îáëàñò³, V – ïàä³ííÿ íàïðóãè íà êâàíòîâ³é îáëàñò³. 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: F = –eV/L – ñèëà, ùî ä³º íà åëåêòðîí â 
êâàíòîâ³é îáëàñò³, òà ïåðåïèøåìî (8.54) â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³: 
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Çà äîïîìîãîþ çàì³íè çì³ííî¿: 
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 (8.56) 

 

ðÿäîì ïåðåòâîðåíü [8.25, 8.26] ð³âíÿííÿ (8.55) ìîæå áóòè çâåäåíî äî 
ð³âíÿííÿ Åéð³: 
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, (8.57) 

 

ë³í³éíî íåçàëåæíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ÿêîãî º ôóíêö³ÿ Åéð³ Ai(ξi) òà 

êîìïë³ìåíòàðíà ôóíêö³ÿ Åéð³ Bi(ξι): 
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ßê ³ ó âèïàäêó ç ïëîñêèìè õâèëÿìè, ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
Øðåä³íãåðà (8.55) â i-é îáëàñò³ (i = 2, 3 ,4) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ¿õ 
ë³í³éíî¿ ñóïåðïîçèö³¿ â äàíîìó âèïàäêó ôóíêö³é Åéð³: 

 

( ( )) Ai( ( )) Bi( ( ))
i i i i i i
z A z B zψ ξ = ξ + ξ  

 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¿ ç ï’ÿòè îáëàñòåé íàì â³äîìèé âèä 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà: 

 

( ) ( ) ( )
i i i i i
z A g z B h zψ = + , 

 

äå gi òà hi – ïëîñê³ õâèë³, ÿêùî i ∈={1, 5} àáî ôóíêö³¿ Åéð³, ÿêùî i ∈
{2, 3, 4}. 

Ïðîâîäÿ÷è «çøèâàííÿ» ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ïî 
îáèäâà áîêè â³ä ãåòåðîãðàíèöü zi (i = 1, 2, 3, 4) ïî ôîðìóëàì (8.38) òà 
(8.39), ìîæíà âñòàíîâèòè çâ’ÿçîê ì³æ àìïë³òóäàìè â³äïîâ³äíèõ õâèëü 
(ôóíêö³é Åéð³ àáî ïëîñêèõ õâèëü): 
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M  – â³äïîâ³äíà ìàòðèöÿ 

ïåðåäà÷³ ç i â i+1 øàð. Òóò øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ ïî 
z. 

Êðîêè, ÿê³ íåîáõ³äíî íàäàë³ ïðîâåñòè, ùîá îòðèìàòè êîåô³ö³ºíò 
ïåðåäà÷³, áóëî îïèñàíî â ðîçä. 8.3.1 òà íà ïî÷àòêó ðîçä. 8.3. Ñë³ä 
çâåðíóòè óâàãó, ùî ó âèïàäêó, êîëè ôóíêö³ÿìè gi òà hi º ôóíêö³¿ 

Åéð³, ùî çàëåæàòü â³ä ξi, à âæå ïîò³ì â³ä z, òî ¿õ, çâè÷àéíî æ, ñë³ä 
äèôåðåíö³þâàòè ïî ïðàâèëàì äèôåðåíö³þâàííÿì ñêëàäíî¿ ôóíêö³¿: 

 

( ( ))
z

d df
f z

dz d

ξ′ξ = ⋅
ξ
; 

 

êð³ì òîãî, çàóâàæèìî, ùî ââåäåíà çì³ííà ( )
i
zξ  áóäå ð³çíîþ äëÿ 

êîæíî¿ ç îáëàñòåé, â ÿê³é âîíà ââîäèòüñÿ. 

Ôóíêö³¿ Åéð³ òà ¿õ ïîõ³äí³ çàçâè÷àé âõîäÿòü â ñòàíäàðòíèé 
íàá³ð ôóíêö³é ïàêåò³â ìîäåëþâàííÿ. Çîêðåìà, âîíè íàÿâí³ â MatLab 
òà MathCad. Òîìó ÷èñåëüíà ðåàë³çàö³ÿ ìåòîäó ôóíêö³é Åéð³ ëèøå 
òðîõè á³ëüø ãðîì³çäêà çà ìåòîä ìàòðèöü ïåðåäà÷³. 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ òà ÂÀÕ äëÿ 
ÄÁÊÑ ðåçîíàíñíî-òóíåëüíîãî ä³îäó (ðèñ. 8.6) ìåòîäîì ôóíêö³é Åéð³ 
ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.16 òà 8.17. 

Íåçíà÷íèì íåäîë³êîì ìåòîäó ôóíêö³é Åéð³ º éîãî ÷èñåëüíà 
íåñò³éê³ñòü ïðè íèçüêèõ íàïðóãàõ V, ùî ñë³äóº ç ôîðìóëè (8.56), äå 
íàÿâíå ä³ëåííÿ íà V, ùî ðàäèêàëüíî çìåíøóº éîãî òî÷í³ñòü çà 
âêàçàíèõ óìîâ. Äëÿ ìîäåëüîâàíîãî ÐÒÄ ä³àïàçîíîì íåñò³éêîñò³ º 

(0;0.05Â)V ∈ , äå ñòðóì ìåòîäîì ôóíêö³é Åéð³ ðîçðàõóâàòè íå 

âäàëîñÿ. Îäíàê öåé ôàêòîð íå º ñóòòºâèì ç äâîõ ïðè÷èí: 

1) ÂÀÕ ÐÒÄ äëÿ íèçüêèõ íàïðóã çàäîâ³ëüíî ìîäåëþºòüñÿ ìåòîäîì 
ìàòðèöü ïåðåäà÷³, ùî äåìîíñòðóº ïîð³âíÿííÿ íà ðèñ. 8.17; 

2) Ä³àïàçîí íèçüêèõ íàïðóã íå º ðåëåâàíòíèì ç òî÷êè çîðó 
ôóíêö³îíóâàííÿ òà çàñòîñóâàííÿ ÐÒÄ. 



Ìåòîä ôóíêö³é Åéð³ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ äîâ³ëüíî¿ 
ñòðóêòóðè, â ðàìêàõ êîæíîãî øàðó ÿêî¿ åôåêòèâíà ìàñà 
çàëèøàºòüñÿ íåçì³ííîþ àáî æ ÿêùî ñòåõ³îìåòðè÷íèé ñêëàä ñïîëóê, 
ùî ôîðìóþòü øàðè, çì³íþºòüñÿ òàê, ùî ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 
åëåêòðîíà â ïîë³ êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè çì³íþºòüñÿ ë³í³éíî 
[8.24, 8.27], íàïðèêëàä, ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.5, ã. Íà æàëü, â 
ðàìêàõ ìåòîäó ôóíêö³é Åéð³ íåìîæëèâî âðàõóâàòè çì³íó 
åôåêòèâíî¿ ìàñè â âàð³çîííèõ øàðàõ; â³í ìîæå áóòè âðàõîâàíèì 
ëèøå â ðàìêàõ ÷èñåëüíèõ ìîäåëåé. 

Íå äîñë³äæåíèìè â ë³òåðàòóð³ çàëèøàþòüñÿ ïèòàííÿ ïðî 
ìîæëèâ³ñòü ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ÐÒÄ, àïðîêñèìóþ÷è 
ïîòåíö³àëüíèé ðåëüºô êóñêîâî-ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè òàêèì æå 
÷èíîì, ÿê öå ïîêàçàíî äëÿ êóñêîâî-ñòàëèõ ôóíêö³é íà ðèñ. 8.5, á.  

 

 

Ðèñ. 8.16. Êîåô³ö³ºíò ïåðåäà÷³ çà íàïðóãè 0.1, 0.2 òà 0.3 Â, ðîçðàõîâàíèé ìåòîäîì 

ôóíêö³é Åéð³ äëÿ ñòðóêòóðè, ùî ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.6 
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Ðèñ. 8.17. ÂÀÕ ÐÒÄ, ðîçðàõîâàíà ç çàëó÷åííÿì ìåòîäó ôóíêö³é Åéð³ äëÿ ñòðóêòóðè, 

ùî ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.6 íà ôîí³ õàðàêòåðèñòèê, ðîçðàõîâàíèõ ³íøèìè ìåòîäàìè 

 

8.3.5. Ìåòîä ôóíêö³é ïàðàáîë³÷íîãî öèë³íäðà 

 

Îäí³ºþ ç ìîæëèâèõ ãàëóçåé çàñòîñóâàííÿ ðåçîíàíñíî-
òóíåëüíèõ ä³îä³â º ¿õ âèêîðèñòàííÿ â áàãàòîçíà÷í³é ëîã³ö³ [8.28], 
îñê³ëüêè ÂÀÕ ÐÒÄ ïðèíöèïîâî ìîæå ìàòè ñò³ëüêè æ ï³ê³â, ñê³ëüêè 
ìåòàñòàá³ëüíèõ ð³âí³â ³ñíóº ó ¿õ êâàíòîâ³é ÿì³. Äëÿ áàãàòîçíà÷íî¿ 
ëîã³êè áàæàíî, ùîá ï³êîâ³ íàïðóãè áóëè ð³âíîâ³ääàëåíèìè îäíå â³ä 
îäíîãî, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, ïîòðåáóº, ùîá ð³âí³ åíåðã³¿ â êâàíòîâ³é ÿì³ 
ÐÒÄ òàêîæ áóëè ð³âíîâ³ääàëåíèìè îäíå â³ä îäíîãî. 

Â ÐÒÄ ç ïðÿìîêóòíîþ êâàíòîâîþ ÿìîþ â³äñòàíü ì³æ 

ìåòàñòàá³ëüíèìè ð³âíÿìè åíåðã³¿ ∆Ei çá³ëüøóºòüñÿ ïðèáëèçíî 

ïðîïîðö³éíî êâàäðàòó íîìåðó ð³âíÿ: ∆Ei ~ ni

2, – ùî ñòâîðþº 
ïåðåøêîäè äëÿ çàñòîñóâàííÿ ÐÒÄ ç ïðÿìîêóòíèìè êâàíòîâèìè 
ÿìàìè â áàãàòîçíà÷í³é ëîã³ö³. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, óìîâ³ 
ð³âíîâ³ääàëåíîñò³ ï³ê³â ñòðóìó íà ÂÀÕ ÐÒÄ çàäîâîëüíÿº òàêà 
êîíñòðóêö³ÿ ä³îäó, â ÿê³é çì³íà ñòåõ³îìåòðè÷íîãî ñêëàäó â ÿì³ 
îáóìîâëþº ôîðìóâàííÿ ïàðàáîë³÷íî¿ êâàíòîâî¿ ÿìè [8.29, p. 6]. 
Òàêîãî åôåêòó ìîæíà äîñÿãíóòè, íàïðèêëàä çì³íþþ÷è ìîëÿðíó 
÷àñòêó Al ñïîëóö³ Alx Ga1 – x As â³ä x = 0 â öåíòð³ ÿìè äî x = 1 â 
áàð’ºðàõ (ÿêùî âîíè º) ïî çàêîíó x(z) ~ z2; ðåçóëüòóþ÷èé 
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 ôóíêö³¿ Åéð³

ìàòðèö³ ïåðåäà÷³.

ëîðåíöåâà ôóíêö³ÿ



ïîòåíö³àëüíèé ðåëüºô äëÿ òàêîãî ðîäó âàð³çîííî¿ ñòðóêòóðè ç (áåç) 
AlAs - áàð’ºðó ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.5, ä (å). 

ßêùî ââàæàòè, ùî ïàä³ííÿ íàïðóãè V(z) âçäîâæ àêòèâíî¿ 
îáëàñò³ ÐÒÄ ë³í³éíå, ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ åëåêòðîíà â îáëàñò³ 
êâàíòîâî¿ ÿìè áóäå âèçíà÷àòèñÿ âèðàçîì: 

 

 U(z) = Ec(z) – eV(z), (8.59) 

 

äå Ec(z) = α·(z – a/2)2 – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåêòðîíà â ïîë³ 
êðèñòàë³÷íî¿ ðåø³òêè (α = 4∆/a2), äå ∆U – ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 
åëåêòðîí³â ïî êðàÿì ÿìè, à – øèðèíà ÿìè (äèâ. ðèñ. 8.5, ä). Â 
ñåðåäèí³ ïîòåíö³àëüíî¿ ÿìè ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ Ec(a/2) = 0; 

V(z) = –V·z/a, äå ÷åðåç V ïîçíà÷åíî ñóìàðíó íàïðóãó, ùî 
ïðèêëàäåíà äî ñòðóêòóðè.  

Ó âêàçàíèõ ïîçíà÷åííÿõ ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà åôåêòèâíî¿ ìàñè 
çàïèøåòüñÿ: 
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 (8.60) 

 

Ðÿäîì ïåðåòâîðåíü äàíå ð³âíÿííÿ ìîæå áóòè çâåäåíå äî ð³âíÿííÿ 
[8.26, p. 504]: 
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äå: 
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Äâîìà ë³í³éíî íåçàëåæíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (8.61) º òàê 
çâàí³ ôóíêö³¿ ïàðàáîë³÷íîãî öèë³íäðà: 
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 (8.62) 
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äå ( ); ;M a b z  [8.26, p. 686] – âèðîäæåíèé ã³ïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä: 
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äå (a)n ³ (b)n – ðÿäè, âèçíà÷åí³ ÿê: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 .. . 1
n

a a a a a n= + + + − ,  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ... 1
n

b b b b b n= + + + − .  

 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî íàøî¿ çàäà÷³, ìîæíà ñêàçàòè, ùî â îáëàñò³ II 
ðèñ. 8.5, ä ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øðåä³íãåðà ñë³ä øóêàòè ó âèãëÿä³: 



 

( ) ( ) ( )
2 2 1 2 2

( ( )) ( ( ))z A y x z B y x zψ = ξ + ξ , 

 

äå y1 òà y2 âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (8.62) òà (8.63). 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ íåîáõ³äíî 
ïîâòîðèòè ä³¿, àíàëîã³÷í³ òèì, ùî âêàçàí³ ïðè ðîçãëÿä³ ìåòîäó 
ìàòðèöü ïåðåäà÷³ ÷è ôóíêö³é Åéð³, çâåðòàþ÷è óâàãó, ùî y1(2) ñë³ä 
äèôåðåíö³þâàòè ïî z ÿê ñêëàäíó ôóíêö³þ. Óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó íà 
âèïàäîê ñòðóêòóðè, ó ÿêèõ ïàðàáîë³÷íà êâàíòîâà ÿìà îòî÷åíà 
áàð’ºðàìè (ðèñ. 8.5, å) äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â [8.30]. 

Öåé ìåòîä ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ìåòîä äëÿ áóäü-ÿêîãî êóñêîâî-
êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíö³àëüíîãî ïðîô³ëþ, àáî ïðîô³ëþ, ùî ìîæå áóòè 
íèì àïðîêñèìîâàí³, îäíàê òàê³ ðîáîòè ïîêè ùî â³äñóòí³9. 

Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ äëÿ 
ñòðóêòóðè, çîáðàæåíî¿ íà ðèñ. 8.18, ïîêàçóþòü, ùî â³äñòàíü ì³æ 

ï³êàìè êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíà ∆Ez îäíàêîâà (ðèñ. 8.19); 
öå îáóìîâëþº òå, ùî íà ÂÀÕ, íà â³äì³íó â³ä âèïàäêó ïðÿìîêóòíî¿ 

ïîòåíö³àëüíî¿ ÿìè ³íòåðâàë íàïðóã ∆V ì³æ êîæíèì íàñòóïíèì ï³êîì 
íå çá³ëüøóºòüñÿ, à çàëèøàºòüñÿ ïðàêòè÷íî ñòàëèì (ðèñ. 8.20).  

                                                           
9 Íàñê³ëüêè íàì â³äîìî, ôóíêö³¿ ïàðàáîë³÷íîãî öèë³íäðà âïåðøå áóëî 
çàñòîñîâàíî äëÿ ìîäåëþâàííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ ÐÒÄ ç ïàðàáîë³÷íîþ 

ïîòåíö³àëüíîþ ÿìîþ â áàêàëàâðñüê³é ðîáîò³ ñòóäåíòà êàôåäð³ ô³çè÷íî¿ òà 
á³îìåäè÷íî¿ åëåêòðîí³êè Ìàð’ºíêîâà Â. Â. [7.30] 



Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî 
äëÿ ïàðàáîë³÷íî¿ 
êâàíòîâî¿ ÿìè êîåô³ö³ºíò 
ïðîõîäæåííÿ ïðè 
çá³ëüøåíí³ ïîïåðå÷íî¿ 
åíåðã³¿ åëåêòðîíà Ez 
çðîñòàº çíà÷íî øâèäøå, 
í³æ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ 
(îñê³ëüêè áàð’ºð ñòàº 
òîíøèì ³, â³äïîâ³äíî, 

á³ëüø «ïðîçîðèì»). Â³äòàê 
êîíòðàñòí³ñòü ÂÀÕ çà 
ðåøòè ð³âíèõ óìîâ 
âèÿâëÿºòüñÿ ìåíøîþ. 
Ìîæëèâî, öå ñòâîðèòü 
ïðîáëåìó äëÿ çàñòîñóâàíí³ 
òàêèõ ä³îä³â ïðè ê³ìíàòí³é 
òåìïåðàòóð³, îñê³ëüêè íåìèíó÷å ðåëàêñàö³éíå ðîçøèðåííÿ 
åíåðãåòè÷íèõ ð³âí³â ìîæå ïîâí³ñòþ çíèùèòè îáëàñòü â³ä’ºìíî¿ 
äèôåðåíö³àëüíî¿ ïðîâ³äíîñò³. 

 

Ðèñ. 8.19. Êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ç ïàðàáîë³÷íîþ 

êâàíòîâîþ ÿìîþ (ðèñ. 8.18) 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

E
z

, ýÂ

T

 

 

U= -0.2B

U= 0B

a = 20 íì

b = 5 íì

ab

U0 = 1 eÂ
b

U

*
0m m

mb mb

(mw) mw

mw = 0.067

mb = 0.15

ni = 10
12

ì
-3

z

ni

Nä Nä

Nä = 2.5·10
24

ì
-3

 

 

Ðèñ. 8.18. Ïàðàìåòðè ìîäåëüíîãî ÐÒÄ ç 

ïàðàáîë³÷íîþ êâàíòîâîþ ÿìîþ 



 

Ðèñ. 8.20. Ðîçðàõîâàíà ÂÀÕ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè ç ïàðàáîë³÷íîþ êâàíòîâîþ ÿìîþ, 

çîáðàæåíî¿ íà ðèñ. 8.18, ïðè ê³ìíàòí³é òåìïåðàòóð³. 

 

* * * 

 

Òåîðåòè÷íî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòðèöü òà ³íøèõ óìîâíî-
àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ìîæíà çíàõîäèòè êîåô³ö³ºíòè ïðîõîäæåííÿ 
÷åðåç ñòðóêòóðè ç äîâ³ëüíèì ïîòåíö³àëüíèì ðåëüºôîì, ÿêùî 
àïðîêñèìóâàòè îñòàíí³é êóñêîâî-ñòàëèìè, êóñêîâî-ë³í³éíèìè ÷è 
êóñêîâî-êâàäðàòè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ÿê öå ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.5, â äëÿ 
âèïàäêó êóñêîâî-ñòàëèõ ôóíêö³é. Çá³ëüøóþ÷è ê³ëüê³ñòü ïðîñòîðîâèõ 
³íòåðâàë³â, íà ÿê³ ðîçáèâàºòüñÿ îáëàñòü ìîäåëþâàííÿ, ìîæíà äîñÿãòè 
áóäü-ÿêî¿ òî÷íîñò³. Îäíàê çíà÷íîþ ïåðåïîíîþ íà øëÿõó äîñÿãíåííÿ 
ö³º¿ ìåòè ñòî¿òü ÷èñåëüíà íåñò³éê³ñòü ìåòîä³â, ùî çàëó÷àþòü ìàòðèö³ 
ïåðåäà÷³. Òàê, äëÿ âæå ðîçãëÿíóòî¿ ñòðóêòóðè (ðèñ. 8.6), ÿêùî 
ê³ëüê³ñòü øàð³â çá³ëüøèòè äî 20 (äåñÿòèáàð’ºðíà êâàíòîâà ñèñòåìà) ³ 
á³ëüøå, ìåòîä âòðà÷àº ÷èñåëüíó ñò³éê³ñòü çà ðàõóíîê ïîãàíî¿ 
îáóìîâëåíîñò³ ðåçóëüòóþ÷î¿ ìàòðèö³ ïåðåäà÷³ ñèñòåìè. Â ðåçóëüòàò³ 
çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòó ïðîõîäæåííÿ äëÿ ìàëèõ åíåðã³é ìîæóòü 
äîñÿãàòè íåô³çè÷íèõ çíà÷åíü á³ëüøå îäèíèö³ (ðèñ. 8.21). 
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Ðèñ. 8.21. ×èñåëüíà íåñò³éê³ñòü ìåòîäó ìàòðèöü ïåðåäà÷³, çàñòîñîâàíîãî äëÿ ïîøóêó 

T(E
z
) äåñÿòèáàð’ºðíî¿ êâàíòîâî¿ ñèñòåìè, ïàðàìåòðè øàð³â ÿêî¿ âçÿòî ç ðèñ. 8.5. 

Îáëàñò³ íåñò³éêîñò³ ïîêàçàí³ ñòð³ëêàìè 

 

Àëå íàâ³òü ÿêùî ïðîöåäóðà ìíîæåííÿ ìàòðèöü íå ïðèçâîäèòü 
äî ïîÿâè ïîãàíî îáóìîâëåíî¿ ìàòðèö³, âîíà âñå æ çàéìàº 
íåâèïðàâäàíî áàãàòî ÷àñó íà îá÷èñëåííÿ, ÿêùî ê³ëüê³ñòü 
ïðîñòîðîâèõ ³íòåðâàë³â äîñèòü âåëèêà. Öå áóäå ìàòè ì³ñöå, ÿêùî 
ðåëüºô º ñèëüíî íåë³í³éíèì, ùî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ, íàïðèêëàä, ïðè 
âðàõóâàíí³ ïðîñòîðîâîãî çàðÿäó. 

 

Ç îêðåñëåíèõ âèùå ïðè÷èí ïîñòàº íåîáõ³äí³ñòü ó ñòâîðåíí³ 
³íøèõ ìåòîä³â çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïåðåäà÷³. ßê áóäå ïîêàçàíî 
íèæ÷å, öüîãî ìîæíà äîñÿãòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñåëüí³ ìåòîäè äëÿ 
çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíòó ïåðåäà÷³. 
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